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PREFÁCIO 


A revisão da edição original deste livro foi empreendida com 
trés objetivos em mente. O primeiro é tornar o livro mais voltado 
para o estudante, ampliando discussões e proporcionando maior 
número de exemplos e ilustrações para melhor esclarecer os 
conceitos. Para auxiliar aínda mais o leitor, foram acrescentadas, 
em muitas seções do texto, sugestões para a resolução de 
problemas. O segundo objetiva é enfutizar a utilidade do cálculo 
por meio de aplicações atualizadas de derivadas e integrais, O 
terceiro objetivo — tornar o livro tão livre de erros quanto possível 
— foi alcançado por meio de um exame cuidadoso do texto 
explicativo, aliado a uma verificação minuciosa de cada exemplo 
e exercício. 


[MODIFICAÇÕES PARA ESTA EDIÇÃO 


Sugestões diversas, oferecidas por professores c revisores, fest 
taram na necessidade de reescrever e reorganizat à obra. Tüdi- 
camos a seguir as principais modificações.” i 


VOLUME 1 


CAPÍTULO 1' O número de seções de revisão foi reduzido 
de seis para três, e demonstrações de resultados do pré-cálculo 
foram substituídas por exemplos sobre desigualdades, equações 
e gráficos. 


CAPÍTULO 2 Há maior ênfase na significação gráfica dos 
limites. Utilizam-se uma aplicação física e afirmações não muito 
rigorosas para motivar a definição e-ô. Na Seção 2.4 são 
estudados os limites que envolvem infinito Gel, 


N.R.: Para facilitar o trabalho do aluna, o livro original foi dividido em dois volumes, O primeiro volume contém os 
capítulos 1 a 10 e o segundo, 11 a 19, Ambos contêm Prefácio, Apéndices e Índice Analítico. 
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CAPÍTULO 3 ` As interpretações da derivada como coefi- 
ciente angular da tangente e como taxa de variação de uma 
função foram consideradas simultaneamente, e não em seções 
separadas. Na Seção 3.2 foram introduzidos a regra da potência 


- para «números: racionais’ e.o: conceito de. derivada de ordem. - 


superior. Deu-se maior ênfase ao uso de diferenciais como 
aproximações lineares de valores de funções. 


CAPÍTULO A ` ` A definição de concavidade foi modificada 
de modo a tomar mais fácil estabelecer a relação entre o sinal 
de uma derivada e a forma de um gráfico. Uma nova seção, 
intitulada Resmo dos Métodos Gráficos, inclui uma lista de 
passos, ou estágios, para esboçar o gráfico de uma função. 


CAPÍTULO 5 Antiderivadas e integrais indefinidas são 
estudadas nas duas primeiras seções, em lugar de em capítulos. 
diferentes. Há quinze novos exemplos relativos a integrais 
definidas, 


CAPÍTULO 6 Quase tados os exemplos sabre aplicações 
de integrais definidas foram refeitos, de modo a substituir limites 
formais de normas por um método mais intuitivo utilizando 
diferenciais, Dão-se sugestões sobre estratégia para determina- 
ção de áreas e volumes. 


CAPÍTULO 7 A demonstração da fórmula da derivada de 
uma função inversa é dada na primeira seção e não na última. 
As integrais da tangente, da' co-tangente, da secante e da 
cos-secante são estudadas na Seção 7.4 (e não no Capítulo 8). 


CAPÍTULO 8 Os tópicos considerados restringem-se às 
funções trigonométricas e hiperbólicas inversas. 


CAPÍTULO 9 Foram melhoradas as explicações e as su- 
gestões referentes aos métodos de integração. 


CAPÍTULO 10 Para facilitar a referência, as definições e 
notações para formas indeterminadas são apresentadas em tabelas. 
O estudo da fórmula de Tayler foi transferido para o Capítulo 11. 


VOLUME H 


CAPÍTULO 11 Deu-se maior Enfase As diferengas entre 
segiiéncias, &omas parciais, somas de séries infinitas e ao fato 
de que os testes de convergência não determinam o soma de 
uma séric. Foi completamente reorganizado o material sobre a 
representação de funções por séries de potência e séries de Taylor. 


ee pen 
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CAPÍTULO 12 Incluem-se aplicações adicionais do cálcu- 
lo envolvendo seções cônicas, de modo que o estudo não se 
limite simplesmente a uma revisão de tópicos de prê-cálculo. 


CAPÍTULO 13 Foi acrescentado e incorporado a exem- 
plos e exercícios o conceito de orientação de uma curva. 


CAPÍTULO 14 Para facilitar a visualização e o esboço de 
superfícies, muitos exemplos ilustram o traço da superfície em 
cada plano coordenado, O estudo das coordenadas cilíndricas e 
esféricas passa para o Capítulo 17. 


CAPÍTULO 15 A introdução às funções com valores ve- 
toriais foi reescrita e integrada à noção de curva no espaço. 
Deu-se proeminência à utilização do comprimento do arco como 
parâmetro. 


CAPÍTULO 16 Dezesseis novas figuras contribuem para 
dar maior ênfase aos gráficos e à interpretação geométrica das 
funções de diversas variáveis. Na Seção 16.4 explica-se o método 
de Newton para um sistema de duas equações não-lineares. 
Ampliou-se o estudo sobre os multiplicadores de Lagrange. 


CAPÍTULO 17 A definição de integral dupla e métodos 
de cálculo estão englobados em uma seção, em lugar de duas. 
O estudo da integral tríplice em coordenadas cilíndricas e 
esféricas é feito em duas seções separadas. 


"CAPÍTULO 18 Há uma exposição mais detalhada dos 
campos vetoriais conservativos e da técnica de determinação de 


uma foigão potencial a partir do gradiente, Em dois novos + 


exemplos aplicam-se o teorema de Stokes e o conceito de 


` circulação à análise dos ventos no interior de um tomado, 


CAPÍTULO 19 A última seção é dedicada às soluções de 
equações diferenciais por meio de séries, 


ll CARACTERÍSTICAS DO TEXTO 


APLICAÇÕES A edição original continha exemplos de 
aplicação abrangendo áreas como engenharia, física, química, 
biologia, economia, fisiologia, sociologia, psicologia, ecologia; 
occanografia, meteorologia, radioterapia, astronáutica e transpor- 


te, Esta lista, já por si bastante extensa, foi acrescida de | 


exemplos e exercícios que incluem aplicações modernas do 
cálculo ao planejamento de computadores, análise de graus de 
temperatura e medida da espessura da camada de ozônio, efeito 
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estufa, circulação dos ventos dentro de um tornado, energía 
liberada pelos terremotos, densidade da atmosfera, movimento 
dos bragos de um robô e efeitos do gås radon sobre a saúde. 


dora que imprima gráficos; todavia, funções ou superfícies 
complicadas podem exigir um equipamento computacional so- 
fisticado, Como a precisão numérica depende também do tipo 
de dispositivo computacional utilizado, algumas respostas apa- 


EXEMPLOS . Exemplos bem estruturados apresentam so- recem arredondadas para duas casas decimais; em. outros Casos, 


i luções de problemas análogos aos que constituem as listas de a precisão pode chegar a oito casas decimais. 
exercícios. Muitos exemplos contêm gráficas, quadros ou tabelas i E T 
que auxiliam o estudante a compreender os processos € as H PLANEJAMENTO DO TEXTO E DAS FIGURAS. 


" soluções. Há também ilustrações legendadas, que constituem 
breves demonstragóes-do uso de definições, leis ou teoremas. 
" Sempre que viável, incluem-se aplicações que indicam a utili- 

dade de um tópico. 


foi completamente reestruturado de modo a tornar as:discussões 
mais fáceis de seguir e a enfatizar conceitos importantes. Todos 
os gráficos foram refeitos. Os gráficos de funções de unta ou 
1 duas variáveis foram gerados em computador e desenhados com 


y S alto grau de precisão, utilizando a mais moderna tecnologia. 
EXERCÍCIOS As listas de exercícios começam com pro- i 


i blemas de rotina e progridem gradativamente até exercícios mais FLEXIBILIDADE 
complexos, Muitos exercícios contendo gráficos foram acrescen- 
tados a esta edição. Os problemas aplicados geralmente vêm no 
fim das listas, para permitir ao estudante ganhar confiança eur 
manipulações e idéias novas antes de tentar questões que exijam , 
análise de situações práticas. Uma característica desta edição é : Earl W. Swokowski 
a inclusão de mais de 300 exercícios marcados com o símbolo 
* , destinados especificamente para serem resolvidos com o : 

auxilio de uma calculadora científica ou um computador. Exi- 
i gem-se recursos gráficos para alguns desses exeicicios (veja 
observações contidas no tópico Calculadoras). 


As instituições de ensino que utilizaram 

as edições anteriores do livro atestam a flexibilidade do texto. 

i Segúes e capítulos poder ser reordenados de diferentes manei- 
ras, dependendo dos objetivos e da duração do curso. 


P RESPOSTAS A seção de respostas na parte final do livro 

E contém as respostas da maioria dos exercícios de número impar. 
Considerável esforço foi desenvolvido para tornar esta seção unt H 
instrumento de aprendizagem e não um simples repositório de E i 
dados para conferir respostas. Para ilustrar, se uma resposta éa 
área de uma superfície ou o volume de um sólido, dá-se uma Y 
integral definida adequada juntamente Com seu valor. Para ; 
muitos exercícios numéricos, as respostas sáo dadas tanto na 
forma exata como em forma aproximada. Incluem-se gráficos, 
provas e sugestões sempre que forem convenientes. 


CALCULADORAS Como os estudantes podem ter acesso i 
a diversos tipos de calculadoras ou computadores, não procura- 
mos categorizar os exercícios marcados com Œ, O enunciado de 
um problema deve proporcionar informação suficiente para 
indicar ou sugeric o tipo de calculadora ou computador disponí- , 
vel para obter uma solução numérica, Por exemplo, se um 
exercício indica que se deve aplicar a regra trapezoidal com 
n=4, qualquer calculadora é adequada, desde que a função não 
seja muito complicada. Já para n=20, é recomendável uma — - , 
calculadora programável ou um computador, Se a solução de um 
exercício envolve um gráfico, pode ser adequada uma calcula- 
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AQ ESTUDANTE. 


.. O eálculo foi descoberto no século XVII como instrumento para 

` — investigar problemas que envolvem movimento. Para estudar 
E na idades constantes e ao longo de — 

lares, a álgebra e a, trigonometria... 


«cálculo — a derivado, - 


Embora o cálculo tenha se desenvolvido para resolver 
problemas de física, sua poténcia e versatilidade levaram aos 
mais diversos campos de estudo. As aplicações atuais da 
derivada incluem a investigação da taxa de crescimento de 
bactérias em uma cultura, a predição de resultados de uma reação 

`. química, a mensuração de variações instantáneas na corrente 

; elétrica, a descrição do comportamento de partículas atômicas, 

` a estimativa da evolução de um tumor na terapia radioativa, à 
previsão de resultados econômicos e a análise de vibrações num 
sistema mecânico. 


A derivada também é utilizada na resolução de problemas 
que envolvem valores máximos ou mínimos, tais como fabri- 
car unia caixa retangular de volume dado e pelo menor custo, 
calcular a distáncia máxima a ser percorrida por um foguete, 
obter o fluxo máximo de tráfego através de uma ponte, 
determinar o número de pogos a perfurar num campo petroli- 
fero de modo a obter a produção mais eficiente, determinar o 
ponto entre duas fontes luminosas no quat a iluminação seja 
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máxima e maximizar o lucro na fabricação de certo produto. Os 
matemáticos freqüentemente utilizam derivadas para determinar 
tangentes a curvas e para auxiliar na análise de gráficos de 
funções complexas. 


‘Outro conceito fundamental do cálculo — a integral 


definida — 6 motivado pelo problema da determinação de áreas 


de regiões com fronteiras curvas. Tanto quanto as derivadas, as 
integrais definidas são também utilizadas nos mais diversos 
campos. Veja algumas aplicações: determinar o centro de massa 
ou o momento de inércia de um sólido, determinar o trabalho 
necessário para mandar uma sonda espacial a outro planeta, 
calcular o fluxo sangüínco. através de uma artéria, estimar: a 
depreciação do equipamento de uma fábrica, determinar a 
quantidade de diluição de um corante em certos testes fisiológi- 
cos. Utilizamos também integrais definidas para investigar 
conceitos tais como área de uma superfície curva, volume de um 
sólido geométrico ou comprimento de uma curva. 


Ambos os conceitos de derivada e integral são definidos 
por processos de limites, A noção de limite é a idéia inicial que 
separa o cálculo da matemática elementar. Sir Isaac Newton 
(1642-1727) e Gottfried Witheln: Leibniz (1646-1716) descobri- 
tam independentemente a conexão entre derivadas e integrais, e 
a invenção do cálculo é atribuída a ambos. Muitos outros 
matemáticos deram importantes contribuições ao desenvolvi- 
mento do cálculo nos últimos 300 anos. 


. As aplicações do cálculo aqui mencionadas são apenas 
algumas dentre as muitas que serão estudadas neste livro. 
Certamente não poderemos discutir todas as apticações do 
cálculo, inclusive porque sempre novas aplicações vêm sendo 
desenvolvidas à medida que a técnica avança. Qualquer que seja 
o campo de interesse, do estudante, o cálculo quase que certa- 
mente será utilizado em alguma investigação pura ou aplicada. 
Talvez o próprio estudante venha a desenvolver mais uma 
aplicação para este ramo da ciência. 


INTRODUÇÃO 


Capítulo 11 


SÉRIES INFINITAS 


Pata x real, podemos em geral obter sen x, et, 
In x, arc tg x e valores de outras funções 
transcendentes utilizando uma calculadora 
auuma tabela. Um problema mais fundamen- 
tal consiste em determinar como as calcula- 
doras calculam esses números, ou conto se 
constrói uma tabela. Na Seção 11.6 estudare- 
mos COMO as séries infinitas (somas infinitas 
de certo tipo) podem ser usadas para obter 
valores funcionais. Especificamente, se uma 
função f satisfaz certas condições, desenvol- 
veremos técnicas para representar f(x) como 
umasérie infinita cujos termos contêm potên- 
cias de uma variável x, Substituindo x por um 
número c e determinando (ou aproximando) 
a soma infinita resultante, obtemos o valor 
(ou uma aproximação) de f (c). Isto é, em 


essência, o que uma calculadora faz quando , 


calcula valores de funções. 


Esta nova maneira de representar fun- 
ções é a principal razão para o desenvolvi- 
mento da teoria das cinco primeiras seções. 
A representação, por séries infinitas, de sen 
x, & e outras expressões permite-nos abordar 
problemas que não podem ser resolvidos por 
métodos finitos. Por exemplo, restringindo- 
se x convenientemente, podemos calcular in- 


2 

tegrais como f sen Vx dx e f &* de-algo 
que não nos era dado fazer no Capítulo 9, 
Outra aplicação, no Capítulo 19, é a utiliza- 


cão de séries infinitas para estender as defi- ` 


aições de sen x, & e outras ao caso em que x 
Zum número complexo a + bi, com a e b reais 
ei «1, 
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11.1 SEQUÉNCIAS 
Notagáo (11.1) 
Definigáo (11.2) 


Denota-se uma segiiéncia infinita arbitrária como 


Por conveniência, referimo-nos às sequências infinitas 
simplesmente como segilências. Podemos encarar (11.1) como 
uma coleção de números reais em correspondência biunívoca 
com es inteiros positivos. Cada número a, é um termo da 
seqúéncia. A seqüéncia é ordenada, no sentido de que existe um 
primeiro termo, a, um segundo termo, a, €, se n denota um 
inteiro positivo arbitrário, um x ^ termo a, ` 


Podemos também definir uma seqüéncia como uma fun- 
ção, Lembremos que uma função fé uma correspondência que 
associa a cada número x do domínio exatamente um número 
f (x) do contradomínio. Restringindo o domínio ao conjunto dos 
inteiros positivos 1, 2,3, -n obtemos uma segiiéncia, 


Neste texto, o contradomínio de uma seqüéncia será o 
conjunto dos números reais. Se uma função fé uma seqüéncia, 
então a cada inteiro positivo k corresponde um número real (10. 


Os números do contradomínio podem ser denotados por: - 


` DL, TD 
Os trés pontos no final indicam que a segiiência não termina, 


Nate que a Definição (112) conduz à` forma indicial 
(11.1), fazendo-se a, = f (K) pará cada inteiro positivo k. Reci- 


procamente, dada (11.1), podemos obter a função f em (11.2). 


fazendo POD = a, para cada k. 


Encarando uma seqüéncia como uma função f, podemos 
considerar seu gráfico em um plano xy. Como o domínio de fé 
o conjunto de inteiros positivos, os únicos pontos do gráfico são 


Geht, gh D o), cem C a» - 


onde a, 6 o 1 ^^ termo de segiência (ver Figura 11.1). Às vezes 
usamos o gráfico de uma sequência para ilustrar o comporta- 
. mento do n "^ fermo a, quando n cresce. indefinidamente. 
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SEQUÉNCIA 


opi 
: a 


6) Bomm 


e fort 


e NM 


Ga) 
(e Dal," KEN 
Ga) o 


6a) 
EO OD PEN SO O RR S OO 


EA? 


Figura 11.1 Gráfico de uma seqüéncia. 


Outra notação para uma seqüéncia cujo a "^ termo é a, e 
le . Por exemplo, asegiéncia(2"] tem 2" como n"? termo, Utilizan- 
do a notação de (11.1), escrevemos esta segiiência como segue: 


AA E 
Pela Definição (11.2), a seqüência [2"] é a função f com f (a) = 


«2º para todo inteiro positivo zt. 


» n 
to) [zs z} 


EXEMPLO T ^ 


Relacione os quatro primeiros termos e o décimo termo de cada 
seqiiéncia: ` ` ` 


(6) [2 + (0,17) 


SOLUÇÃO 


. Para achar os quatro primeiros termos, fazemos sucessivamente 


n=1,2.3e 4 na fórmula de o, Obtém-se. o décimo termo 
fazendo n = 10, Após simplificação, obtemos: 


no" TERMO QUATRO PRIMEIROS DÉCIMO 
TERMOS TERMO . 
A 1234 i0 
nal 2345 1i 
2+ (0,17 2,1, 2,01, 2001, 2,0001  2,0000000001 
Cut DN 1_49_1 100 
3n-1 7 $58 1 WI 
4444 4 


es 


pa ga 
p^ E 
Eus Red 


E] 
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Para algumas seqüéncias, damos O priméiro termo a, 
juntamente com uma regra que permita determinar qualquer 
termo d, , , a partir do termo precedente a, para k == 1. Istoé o 


que constitui uma definição por recorrência; a seqüência se 
diz entáo definida por recorréncia. 


EXEMPLO 2 


Achar os quatro primeiros termos e o 41 ^" termo da seqüéncia 
definida por 


2,7364, í 2a, para bs) 
SOLUÇÃO ` 


A segiiência é definida por recorrência, já que o primeiro termo 
é dado, juntamente como uma regra para achar a,, p conhecido 
4, Assim, os quatro primeiros termos da seqüência são 


DER 
a=20=2:3=6 
2,722,22:2:3 2233-12 


20,22:2:2:32 23524 


as 


Escrevemos os termas conto produtos para visualizar a natureza 
do termo de ordem n. Prosseguindo, obtemos a; = 2* - 3 e a, = 
25-3; o que sugere que a, = 2º"! 3. Podemos usar a indução 
matemática para provar que a suposição é correta, Utilizando a 
notação de (11.1), escrevemos a segiiênciacomo — ' 


3,12:3,2:3,22 3, 23, 


Uma seqüéncia la) pode gozar da propriedade de que, 
quando n cresce, a, St aproxima de um número real L, isto é, ta, 
~ L| = 0 se n é suficientemente grande, A título de ilustração, 
suponhamos que 


a 2+ 6) 
Os primeiros termos da sequência (a,) são 
2-1,2+1,2-1,2+ 2312 + do zw 
Qu, equivalentemente, 


1,5, 2,25, 1,975, 2,0625, 1,968753, 2,015625, ... 


eiert 
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Definigáo (11.3) 


Tudo indica que os termos estão cada vez mais próximos 
de 2 quando n cresce. Note que, para todo inteiro positivo n, 


bh -432Be fr 


o número 1/2", e então le, — 2], pode tornar-se arbitrari 
próximo de 0, desde que escolhamos n suficientemente gra, 
De acordo com a próxima definição, a seqúéncia tem por limi 
2, Qu converge para 2; escrevemos 


; 
ib) J-> 


¿Este tipo de limite é quase o mesmo que lim f (x) = L, dado 
m 


no Capítulo 2, A única diferença é que se f (ni) = a, o domínio 
de féo conjunto de inteiros positivos, e não um intervalo infinito 
de números reais. Tal como na Definição (2.16), mas usando a, 

em lugar de f (x), enunciamos a seguinte definição. é 


Pode-se dar, para o limite de uma Sequência, uma Dier 


tação gráfica semelhante à do limite de uma função na Pigura” 

2.32. A única diferença é que a coordenada-x de cada ponto do 

gráfico é um inteiro positivo. A Figura 11.2 € o gráfico de uma 

seqüéncia (a,) para o caso específico em que lim „a, =L. Note 
nmo 


que, para qualquer € > 0, os pontos (ai, a) estão entre as retas 

y =L a €, desde que n seja suficientemente grande. Natural- 

mente, a maneira como a, se aproxima de L pode variar em 

See à ilustrada na figura (ver, por exemplo, Figuras 11.3 e 
6). ` 
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Definigáo (11.4) 


Figura 11.2 


Se pudermos fazer a, táo grande quanto quisermos, esco- 
Jhendo z suficientemente grande, então a segiência (a,) diver- 
ge, masainda assim utilizamos a notação de limite e escrevemos 
lim a, = co, Segue-se uma especificação mais precisa deste fato. 


noo 


"Tal como no caso das funções na Seção 2.4, lim a, = e não 


nem 


significa que o limite. exista, mas sim que o número a, cresce 


sem limite quando n aumenta. Analogamente; lim a, =- 9 sig. 


ne 


` mifica que a, decresce sem limite quando » aumenta, 


~. divergência de seqüéncias. A prova decorre das Definições . 


- Teorema (11.5) 


Kä 


O próximo teorema é importante porque nos permite usar 
resultados do Capítulo 2 para investigar a convergéncia ou 


,013)6Q19. 
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O exemplo seguinte ilustra o uso do Teorema (11.5). 
EXEMPLO 3 


Sea, =1+ à, determine se 10, converge ou diverge. 
SOLUÇÃO 


Façamos f (n) 1: 4 e consideremos ` 


fO=1+ ipn todo número real x — 1. 
Do que vimos na Seção 2.4, obtemos 
lim f (5) = lim (zl 1.i.0-1 
1. sn xj geo rem X 
Logo, pelo Teorema (11.5), 
lim ( 1+ 1) ER 
a D 


Assim, a segiência (a, converge para 1, 


A Figura 11.3 ilustra a diferença entre 


tim PIE e lim (pa 
mo... x a—- n 


Note que; para t+ (1/0), 8 função f é contínua sex zip: 
o gráfico tem uma assíntola horizontal y = 1, Para 1  (1/n) 
consideramos apenas os pontos cujas coordenadas-x são inteiros 
positivos; : -. ] 


() lim (Ja 09 Hm EA 


na 


eo 


Figura 11,3 
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E D 


On t A 


Figura 11.4 
y 
AY 
` pote dt 
x 
B! Figura 11,5 


a fera) 


EXEMPLO 4 

Determine se a seqiiéncia converge ou diverge: 

6) (cm! 

SOLUÇÃO 

(2) Fazendo f (x) = ix — 1, f (x) existe para todo x 21e 


lim (ja? = 1) = 0 


m 
Logo, pelo Teorema (11,5), 


lim Gu = 1) = 0 


eres 


Como o limite não existe, a seqüéncia diverge. O gráfico da 
Figura 11.4 ilustra a maneira como a seqüéncia diverge. ` 


(b) Fazendo 1 = 1, 2, 3, ..., vemos que os termos de (- 1)" W 
oscilam entre 1 c— 1, como segue 


1á-11,-11-1. 
conforme ilustrado na Figura, 11.5. Assim, lim (- 1)" "1 não 
À be 


existe, c a seqliéncia diverge. 


O próximo exemplo mostra como se pode usar a regra de 
1'Hópital (10.2) para achar limites de certas seqiiéncias. 


EXEMPLO 5 
Determine se a seqüéncia | x | converge ou diverge. 


SOLUÇÃO 


Seja f (x) = Sx/& para todo número real x. Como f toma a forma 
indeterminada elo, quando x — «o, podemos aplicar a regra de 
PHôpital, obtendo 

marine? 


- Logo, pelo Teorema (11.5 , lim (nde) = O, Assim, a seqiién- 
gi m qi 


cia converge para Q. 
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RECEN Nr 


Teorema (11.6) 


A demonstração do próximo teorema ilustra a aplicação 
da Definição (11.3). 


i BUE mou BEES ` 


im Jl. eo se el >1 
e Mia 


DEMONSTRAÇÃO ` 


Se r 0, é trivial que o limite é 0, Suponhamos O < bi < 1. Para 
provar (1) por meio da Definição (11.3), devemos mostrar que, 
para todo E > 0, existe um número positivo N tal que 


sen » N, entáo p" -0| «& 


A desigualdade |j" — 0| « é equivalente a cada uma das desigual- 
dades seguintes: 


It se, let eme, ntn |rd eine n> däi 


Inverte-se o sentido da desigualdade final porque la fr] ¿negativo 
se 0 « |r | « 1. A última desigualdade nos dá uma chaye para a 
escolha de N. Consideremos separadamente os dois cásos E < 
10€=1.Se € «1, então in E <0 e fazemos N = la Ella Ms. 
Nesta hipótese, se a > N, então a última desigualdade da lista € 
verdadeira e, assim, também o é a primeira, que é o que quería- 
mos provar. Se = 1, então In € a 0 e daí ia Ela |] 
caso, se N é um número positivo arbi äi 
n>N a última desigualdade é novan 


Para provar (ii), seja |r |> 1 e consideremos uni: múin 
positivo arbitrário P. As desigualdades seguintes são e K 


RP 
T" Je 
frft>B mjr >ti P, nta ]r]> iP, n> iniri 


Escolhendo N = lu PAn | r |, então, sempre que n >N, a última 
desigualdade é verdadeira e, assim, também o é à primeira; isto é, 
rf» P. Pela Definição (11.4), isto significa que lim | r TN 

DEE 
EXEMPLO 6 


Relacione os quatro primeiros termos da sequência e determine 
se aseqúéncia converge ou diverge. 


a Y o mn 


E 


SNS 
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SOLUGÁO 

(8) Os quatro primeitos termos de Lä são 
24 bl 
3'9 EUR. 


Fazendo r= E então, pelo Teorema (11.6)(i) com fr} =2 «t 


lim (9".= 0 


ne» 
Logo, a seqüéncia converge para 0. 
(b) Os quatro primeiros termos de [(1,01)') são 
1,01, 1,0201, 1,030301, 1,04060401 
Fazendo.r = 1,01, então; pelo Teorema (11.6)(1), 
lim (1,01)! — e 


rm 


Como o limite não existe, a seqüéncia diverge, ` 


Podemos estabelecer para seqüéncias:teoremas análogos':: 


aos enunciados no Capítulo 2 para somas, diferengas, produtos 
€ quocientes de funções. Por exemplo, se (a,) e (b, são 
segiiências convergentes, então 


lim (a, +b) = lima, + lim b, 


na a 
dem (4h) "(zl 
“eto, . 
Se a, c pata todo n, a següléncia [2,6 c, c, a c, .. e 


linc-c 


am 
Da mesma forma, se c é um número real e kum número racional 
positivo, entáo, como no Teorema (2.18), 


€ 
dim, i 29 


EXEMPLO 7 


d 
Determine O limite da seqüéncia | M } 
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SOLUÇÃO 


Queremos achar lim a, , com a, = 27/51? — 3). Dividindo 
nm 


numerador e denominador de a, por nº e aplicando teoremas . 
y P! p 


sobre limites, obtemos: 


D. lim 2 
lim 2r = lim - ana 
nae BO paw S m ZS lim [5.- (3/22)]- 
m 
Ru 2 
im 5 — lim (3/14) 5 $ 
An quam 


Logo aseqiéncia tem como limite à o quese pode provar também 


por meio da aplicação da regra de PHôpital a 2:7/(53 = 3). 


D próximo teorema, análogo: ao Teorema (2.15), afirma que 


se os termos de uma seqüéncia estão sempre compreendidos entre. 


“Teorema do sanduíche” para 
“sequências (11.7) 


os termos.correspondentes de duas. segiiências que têm o mesmo. 
limite L; ontão a sequência dada também tem por limite. 


. EXEMPLO 8 - 


. 2 
Determine o limite da segiiência | SE s } 


` SOLUÇÃO - 


Como 0 < cos? n < 1 para todo inteiro positivo zi, 


con 1 
geleet? 


Aplicando o Teorema (11.6) com r = 1 temos 


D 


1 1 
dm palm (5) =o 
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Além disso, Him 0=0. Deene do Teorema (11.7), com 


um 


a, =0,b,= (cos? 1/3 e c, = Un, que 


2 
i . 009 n 
lim 20 
E? 
am 


Logo, o limite da segtiéncia é 0. 


Pode-se demonstrar o teorema seguinte aplicando a Defi- 
^ nição (11.3). 


à m Teorema (11.8) | se ji 


T " s EXEMPLO 9 


d 
H 
Suponha que o n ^^ termo de uma seqúéncia seja 
% 
1 
— Leni ZS 
4, C0 D 


Prove que lim a, = O. 
amo 


SOLUÇÃO 


Os termos da sequência são alternadamente positivos e negati- 
vos. Por exemplo, os sete primeiros termos são 


i Let, i,t, db al, 
m ‘arb PTE PTET 
d ess de 
Como lim la] = tim + = 0, 
Aas nao H 


decorre do Teorema (11.8) que lim a, = 0. 
De 


Uma sequência é monotónica se os termos sucessivos são 
não-decrescentes: 


4,50, 5. 3, S oe 
ou se são não-crescentes: 
d md ma SS 


"Uma segiiéncia é limitada, ou cotada, se existe um núme- 
ro real positivo M tal que la] s M para todo k. Como ilustração, 
a sequência 


Se lini fa | 0, então lim “a, =0, | 
q ee amo M 
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a 1234 L|. 
DEN 2':3'4'S'" n E "7 
é monotónica (pois os termos são crescentes) e limitada (pois 
+ A + X) < 1 para todo A). A Figura 11.6 ilustra o gráfico:da 
seqüéncia. Note que qualquer aúmeró.Mz 1.6 uico: 
seqiiéncia; entretanto, se K < 1, então K não éümi colá; pois 
Kk 1) quando k é suficientemente grande. É 


O próximo teorema é fundamentál para désér 
Figura 11.6 posteriores. 


Teorema (11.9) [ ` ` Uma seqüéncia monotónica, cotada, tem limite., : 1 
EEN onol ! 


Para provar o Teorema (11.9), é necessário utilizar uma 
propriedade importante dos números reais. Enunciemos primei- 
ro algumas definições. Se S é um conjunto não-vazio de reais, 
então um número real u é cota superior de S se x « e para todo 
x em S. Um número v é extremo superior de $ se v é cota 

- superior e nenhum outro número menor do que v écota superior 
de S. Assim, o extremo superior é o menor número real não 
inferior a todo número de S. Para ilustrar, se S é o intervalo 
aberto (a, b), então qualquer número maior do que b 6 cota 
superior de S; todavia, o extremo superior (isto é, a menor cota 
superior) de S é único c é igual a b. 


A afirmação seguinte constitui um axioma para o sistema de 
números reais. 


Propriedade de completude 
(11.10) 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA (11.9 


Seja (a,) uma seqüéncia monotônica limitada coi termos 
náo-decrescentes, Assim, 


4,545.54, Su 


e existe um número M tal que a, «M para tado inteira positivo 
k. Como M é uma cota superior do conjunto $ de todos os 
números da sequência, decorre da propriedade de completude 
que Stem um extremo superior £ tal que L s M. (ver Figura 11.7). 


VISITED 


LE 


CEET 


SC 
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pel, 

L + 

. (N a)» 

L-e 5 . TE 

€ del $a) y=L-e 
(a) 
+ tt - 
1 2 30» NNai NA x 
Figura 11.7 


“Anotação S — I —» S € uma abreviação 
de Suscetível — Infectada -» Suscetível e 
siguífica que uma pessoa que se cura não 
fica imune à doença, podendo contraita 
novamente, Um exemplo de tais doenças 
éa blenorragia. 


Se € » 0, então L — € não é cota superior de $ e, então, 20 
menos um termo de fa,) é maior do que L — € isto é, 


L-€«aypara algum inteiro positivo N, 


de acordo com a Figura 11.7, Como os termos de [a,) são 
não-decrescentes, 


SA Ely o Se 
e, assim, 
L-€«a, para todo n z N 
Decorre que, se n > N, então 
OsL-a «€ on E-al<e 
Pela Definição (11.3), isto significa que. - 


lima Ls M 


(Ee 
isto é (q,) tem um limite. 


Obtém-se a demonstração para uma segiência {a,} de 
termos não-crescentes de maneira análoga ou então consideran- 
do a seqüéncia (- a, ). 


Como ilustração do Teorema (11.0), a següiéncia monotó- 
nica fn/(n + 1)) mostrada na Figura 11.6 tem extremo superior 
(e limite) 1. 


Há muitas aplicações das sequências. Em particular, as ` 


segliências podem ser aplicadas à investigação do comporta- 
mento no tempo de uma epidemia tipo S — I -> $*, Suponha 
que gs médicos liberem boletins diários indicando o número de 
pessoas que foram infectadas com a doença e das que se curaram. 


€———— — 


NS 


— presume 
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Indicaremos por 1, 2, ..., 21, ... os dias dos boletins e por N a 
população total. Seja, além disso, 


T,= número de pessoas com a doença no dan 

F „= número de novas pessoas infectadas no dia. 

C, = número de pessoas curadas no dia 1 
Segue-se que, para todo x = 1, 


L 


LEE! 


Lt, me, 


GEM) 


Suponhamos que as autoridades sanitárias constatem que o 
número de novos casos em determinado dia seja diretamente 
proporcional ad produto do número de doentes pelo número de 
não-infectados no dia anterior, (Isto é o que se chama lei da ação 
de massa, e é típica de uma população de estudantes em um 
câmpus universitário.) Suponhamos, além disso, que o número 


de curados em cada dia seja diretamente proporcionalao número 
de doentes no dia anterior. Assim 


Pult e — C, = Hf, 


"4k Oé 


onde a e b são constantes positivas que podem. ser obtidas 
aproximadamente com base.em dados anteriores. Substituindo 
na fórmula precedente em relação af,,, , temos 

71, +08, 0-1) bI, 


No estágio inicial de uma epidemia, 7, é muito pequeno compa- 


-~ rado com N, e do ponto de vista da saúde pública, 6 melhor 


superestimar o número de doentes, do que subestimá-lo ficando 
despreparados para a disseminação da“doenga.: Comisto em 
mente, abandonamos o termo al da fórmula de Ip, , e 


investigamos a dinâmica inicial da epidemia examinando a 
equação 


La, 91, + al, bl, =(1 + aN =D, 
Fazendo r =1+aN-b,entáo T, , = ri, e, portanto, 


Lar lo rl el m rl m ps m I Mus 


Isto nos dá a seguinte seqüéncia de números de pessoas infectadas: 


Ty a wg E 


O número r:: 1 aN —btem importância crítica. Ser > 1, então, 
pelo Teorema (11.6) (ii), lim, = we a epidemia está progredin- 
GE 


do. Neste caso, quando a é grande, 7, já não é pequeno em compa- 
ração com N, o que invalida a fórmula de f,,, ,. Ser < 1, então, pelo 
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Teorema (11.6)6), lira f, = O e as autoridades sanitárias já não 
m 


precisam preocupar-se. O caso r 1 resulta na sequência cons- 
tante Lp fp eres Lo ceo 


EXERCÍCIOS 11.1 


Exeres, L-16: A expressão é o 1" termo a, de uma 
segiiência (a,). Ache os quatro primeiros termos e 


lim q, se existir. 
aa 
D 3 601-5 
f Jn + 2 i Snel 
3 Yu Ven? 
Bos 6 yz 
y Den cet 
a+ 1 
Dal 10 4000 
dei +9 (Dat 
At Ba pr vi 
uert aas CDt qa 
T á i 
13 14 (0.1) tá de > 
qua nri 
15 te C 1) 16 E 


Exeres. 17-42: Determine se a sequência converge Ou. 
diverge; se convergir, ache o limite. 


17 kän =] 

Jlacctg D 20 E | 
21 [1.000 — a} E Dm | 
33 1 (- 1! E | Ai Em] 

. 25 xu 2% SC 

D gd 23107 ln al 


30 (- 16337] 


git: A1 


31 (277 sen a] a a] 


28 - n e 5 


DN m 34 1 
is m-i n+ d ZE e 


35 [cos al 36 [4 + sen inj 
È 
EC 38 a 


aic Wi 


7) 
4 VRT Y) gk re - a) 


43 Uma população estável de 35.000 pássaros vive 

m três ilhas. Cada ano, 10% da população da ilha 

A migram para a iha B, 20% da poputação da ilha 

B migram pura a ilha Ce 5% da população da itha 

C migram para a ilha A, Denotemos por A,, B, e 

Co respectivamente, os números de pássaros nas 

ilhas A, B e C, no uno it antes da ocorréncia da 
“migração, 


(a) Mostre que 
Aj, 1 "094, + 005€, 
B, o 014, + 0800, 
e 
Cio = 095€, + 0208, 


(b) Supondo que tim A „lim Bo clim C, existam, 
ano Cama a 
dê uma aproximação do número de pássaros 
em cada ilha após muitos anos. 


44 Uma população de linces é classificada por idade 
como “gatinhos” (menos de um ano) e adultos 
(gelo menos um ano). Todas as fêmeas adultas, 

. incluive as nascidas no ano anterior, têm uma cria 
a cada més de junho, com uma média de três 


“gatinhos” por cria. A taxa de sobrevivência dos * 


**eutinlos'! é de 50%, enquanto a dos adultos é de 


A o er REA err erre racer err e 
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66 i % por ano. Seja K, o número de “gatinhos”” 
recém-nascidos em junho do i"? ano, seja A, O 
número de adultos, e suponha que a relação de 
machos para fêmeas seja sempre 1. 

3 
(a) Mostre que K, , , = 54 


aA +1 
Anpi S At ok, 


ari? 


: i] bu 
(b) Conclua que A, «EA, E Kan ES o 


queA, “ga, RICK K, Que se 


pode concinir subre a população? 


(845 Os termos da segiiência definida pela recorrência 
8,5 è p p m Va, podem ser gerados introduzin- 
do S e pressionando repetidas vezes a tecla VE). 


(a) Descreva o que acontece com os termos da 
segiiência quando k aumenta. 


(b) Mostre que a, = SV o ache lim L^ 
dem 
1846 Se uma sequência é gerada introduzindo-se um 
número e pressionando repetidamente a tecla 


, em que condições a segiléncia tem um 
limite? E 


47 Os termos da segilência definida pela recorrência 
a, = edt, = Cosa, podem ser gerados introdu- 


zindo-se 1 (no modo radiano) e pressionando cos] 


repetidamente, 


(a) Descreva o que ocorre com os termos da se- 
quência quando k aumenta. 


(b) Supondo que lim a, = L, prove quej cos Lab... 
mz 


(Sugestão: lima, , = Lo) 
DE 
48 Uma sequência (x,) é definida peta recorcência 
Apa IB i 


(a) Sex, = 3, obtenha uma aproximação dos cinco 
p p e 
primeiros termos da sequência. Prediga 


im Ke 
Am 


(D) Sex, =6, obtenha uma aproximação dos cinco 
primeiros tecmus da sequência. Prediga 
lim 


m 


49 Podem-se obter aproxi 
recorrência 


(a) Aprasime x» X, x4 Ca Se SE N = 10, 


(b) Supondo que lim x, = L, prove que L = YN. 
na 


50 A famosa segiiência de Fibonacci é definida pela , 
recorrência d, , = d, d, comas 


(a) Ache os dez primeiros termos da segiiência. 


(b) Os termos du segúéncia 1, = 4, , tt, dig uma 
aproximação de v, a razão dured. DE uma 
aproximação dos cinco primeiros termos desta 
segiiéncia. E 


(c) Supondo que fim r, =, prove que 
q 


ERGOE OH 


Exercs. 51-52: Se f 6 diferencidvel, então a sequência 
{a,} definida pela recorróncia a, (aj), para 
kz 1, convecgitá qualquefique seja acderivgda 
f' torcontinuae f (x) s B < À pora aliia constin- 
te positiva B. 


(a) Para a função f'dada, verifique qué seg: 
converge qualquer que seja ty determinando um 
valor conveniente de B. Eë 


(2) DE uma aproximação, com duas decimais, de 
lima, sed, = 1e também se a =~ 160. 
amo 


51 f(a) = $ sen a, cos a, + 1 


GE 
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11.2 SÉRIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES 


Podemos utilizar segiiências para definir expressões da forma 


0,6 4. 0,06 + 0,005 + 0,0006 + 0,00006..... 


onde os três pontos indicam que a soma se prolonga indefinida»: 


mente. Na definição (11.11), tal expressão é chamada uma série 
infinita. Como só podemos somar algebricamente um número 
finito de parcelas, torna-se necessário definirmos o que significa 
esta “soma infinita”. Como veremos, a chave para a definição 
consiste em considerarmos a segiiéncia de somas parciais (S, ), 
onde 5, é a soma dos k primeiros números da série infinita. Na 
ilustração precedente, 


8,=0,6 
S, = 0,64-0,06 = 0,66 
S, = 0,6 + 0,06 +0,006 = 0,666 
S, = 0,6 + 0,06 +0,006 + 0,0006 = 0,6666. 
etc. Assim, a sequência de somas parciais (S,) pode escrever-se 
0,6, 0,66, 0,666, 0,6666, 0,66666,.... 
Decorre do Teorema (11.15) que 
2 


S, > $ quando n > œ 


Intuitivamente, quanto mais parcelas somarmos na série, mais 
próximos estaremos de 3. Escrevemos, pois, . 


E = 0,6 + 0,06 + 0,006 +.0,0006 + ... 


e dizemos que 2 é a santa da série infinita. 


Com este caso especial em mente, introduzamos a termi- 

` nologia que será usada em todo o resto deste capítulo, Na 

definição que segue, supomos que Ay, Ay +» Gy » Sejam os 
termos de alguma seqüéncia. 
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m 


resi errem i tss mte eim 


D MIR 


Definigáo (11.11) 


Definição (11:12) Ty 


Uma série infinita (ou simplesmente uma série) é uma 
expressão da forma 


CU OR m taytan 


où, em notação de somatório; : 


- Ocasionalmente surge confusão entre os conceitos de série 
e segiiência, Tenha em mente que uma série é uma expressão 
que representa uma soma infinita de números. Uma sequência 
é uma coleção de números que estão em correspondência biu- 


nívoca com os inteiros positivos: A sequência de somas parciais: 


da próxima definição é um tipo especial de seqüéncia. que 
obtemos a partir dos termos de uma série. 


Tal como no caso especial introduzido no.comego desta 


seção, definimos a.segiiência-de somas;parciais de uma série 


como segue. 


Pela definição (11.12)()) 
“se 
Se 


të: 
$72, +0,+4, 
EI 


y Eagt a, + ag 
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Definigáo (11.13) 


Para calcular Sy, S, S, Ste, continuamos somándo mais 
termos da série. Assim, S, o é a soma dos mil primeiros termos 


da série X a, Se a seqiiéncia {S,} tem um limite S, dizemos 


que S é a soma da série X a, como na próxima definição. 


Na maioria dos casos é muito dificil achar uma fórmula 
para S, Todavia, como veremos em seções posteriores, é pos- 
sivel estabelecer a convergência ou divergência de uma série 
empregando outros métodos. Na restante desta seção conside- 
raremos várias séries importantes para as quais podemos achar 


uma fórmula para Sp 


EXEMPLO 1 
Dada a série 


Geh L., io. lo. 
1-2*2.3^3-4 CEET ida 


(2) ache Sy Sp Sp Sa Ss e Se 
(b) ache 5, 


(c) mostre que a série converge € ache sua soma 
SOLUÇÃO 
(a) Pela Definição (11.12), as seis primeiras somas parciais são: 


i.i 
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(b) Para achar S, escreveremos os termos da série em forma 
diferente. Por meio de frações parciais, podemos mostrar que 


a ach E WW 
" +i) n nl 


Consegiientemente, az "^ soma parcial da série pode ser escrita 


$ed, td +, 


ij f OE E EE 
( 3) G ME de 


Reagrupando, vemos que todos os termos; exceto o primeiro c 
o último, cancelam-se, e então 


Sa a ls 


das slin ni 


Assim, a série converge 6 tem par si j 

ção (11.13), podemos escrever 
1 1 i H 

"ES DEn ose 


a 1. Tal cómo nd Defini- 


A série 3 Lëintn + 1)] do Exemplo 1 é chamada série 


telescópica, porque, escrevendo-se S, como-em (b) da solução, 
os termos se reduzem telescopicamente a 1 - [14u + DI. 


APS 
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EXEMPLO 2 
Dada a série 


A A A OS 


asi . 

(2) ache Sy, Ba, Sg Ba S, E Se 

(b) ache S, 

(c) mostre que a série diverge 

SOLUÇÃO 

(a) Pela Definição (11.12), 
$,=1,5,=0,5,=1,5,=0,5,=1e5,=0 

(b) Podemos escrever S, como segue: 


S = i sen é ímpar 
n O sen é par 


(c) Como a segiiéncia de somas parciais (S,) oscila entre 1 e0, 
segue-se que lim S, não existe. Logo, a série diverge. 
m" 


EXEMPLO 3 
Prove que a série abaixo é divergente: 


1.1.1 1 
Y OS 


SOLUÇÃO 
Agrupemos os termos da série como segue: 


1,1 

LpGD Gip D EE 
Note que cada grupo contém o dobro do número de termos do 
grupo precedente. Além disso, como aumentando o denomina» 
dor diminuímos o valor de uma fração, temos: 
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` 


Como a soma dos termos dentro de cada conjunto de parénteses 


é maior do que 5 Obtemos as seguintes desigualdades: 


s,>1+3+3>30) 

so tried ag 
Sy>1+]+]+1+4>50) 
SyTádeieiebeieiÓ90 


Pode-se mostrar, por indução matemática, que, 
Sa > (k + 1)6) para todo inteiro positivo k 


Segue-se que podemos fazer S, tão grande quanto quisermos, 
bastando usar n suficientemente grande; isto é, lim S, e oo. 


no 


Como RÄ diverge, a série dada diverge. 


A série do Exemplo 3 será útil posteriormente e tem um 
nome especial: 


Definigáo (11.14) | 


Na próxima seção daremos outra demonstração da diver- 
gência da série harmônica. 


Cestos tipos de série ocorrem com fregiiência nas soluções 
de problemas aplicados. Uma das mais importantes é a série 
geométrica 


arartars. Feit 


onde a € r são números reais, com a 0, 


Teorema (11.15) | Se 


k 
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DEMONSTRAÇÃO 
Ser = 1, então S = ata. as na, e a série diverge, pois 
lim S, não existe. 


re 


Ser=-1, então S, a se ké impar, eS, « 0 se ké par. Como 
à segiiência de somas parciais oscila entre a e 0, a série diverge. 


Ser=1, então 
S = atar +a e toi) 
e rS mar aP ok aÈ h e anh 
Subtraindo os membros correspondentes destas equações, obtemos 
(1-8, =a-art 


a j Dividindo ambos os membros por 1 — , 


Conseqüentemente, 


lim S, = lim 


nm acm 


= lim 


qu. 


a 


Se je] «1, então lim r^ = 0, pelo Teorema (11.6)(0), e então 
rm 


lim S, = =S 


nmw Ter 
Se [+] > 1, então lim r, não existe, pelo Teorema (11.6)(ii) 
m 


e daí lim S, não existe. Neste caso a série diverge. 


am 


EXEMPLO 4 


Prove que a série abaixo converge, e ache sua soma: 


0,6 + 006 + 0,006 +... + É ho, 


SOLUÇÃO 


Esta é a série considerada no começo desta seção. É a série gcomé- 
trica com a = 0,6 e é = 0,1. Como | < 1, concluímos do Teorema 
(11.15)0) que a série converge e tem por soma 


mo 
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EXEMPLO 5 
Prove que a seguinte série converge e ache sua soma: 


2.2 2 
EE +... 


SOLUÇÃO 


A série converge, pois se trata de uma série geométrica com 
r= $ < 1 Pelo Teorema (11.15Y1), a soma é 


Teorema (11.16) 


DEMONSTRAÇÃO 
O nº termo a, da série pode ser expresso como 


4,2$,-5,., 


no 


Se $ é a soma da série X a, então sabemos quie tim Së c 


am 


também que lim S, | =S. Logo 


nubem 


lim a, =im(S,-S, p «Him, —limS, ,—$-S20 

dae ^ ase aan Puma 

O teorema precedente afirma que se uma série converge, 

então seu termo de ordem n, 4, tem por. limite O quando 

1 > 00, A recíproca é falsa — isto €, se lim a, =Ù, não decorre 
DEG 


necessariamente que a série seja convergente. A série harmóni- 
ca (11.14) é um exemplo de série divergente para a qual 


lim «= 0, Consegientemente, para estabelecer a convergência 
ne 


de uma série, não basta provar que lim a, = 0, já que isto pode 
umo 


ser verdadeiro tanto para séries divergentes como convergentes. 


AAN 


Ge = i 
f d 
. 3 
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: | : 
O próximo resultado é um corolário do Teorema (11.16) t DEMONSTRAÇÃO ` 
€ das observações precedentes. £ 
E Por hipótese, podemos escrever B 
mo Selim o, = 0, então a séri i : | t 
Teste do n "^ termo (11.17) a D Ee série y 4, 6 divergente. Y ay apt dyt me A O A 
(i) Sé lim a; = 0, então é necessária uma investigação 2 Bech bn D hi EA E 
MICE g ` i {1 
adicional para determinar se a série 3 a, $ convergente ou i Denotemos por S, é T, as somas parciais de ordem n de X D 
divergênte: e » t e x b, respectivamente. Segue-se que, sen = k, então 
A próxima ilustração mostra como aplicar o teste do a "^ | 5, 75 E Ta = Te qe 
terma; H ou S, = T, + (5, - TQ à 
ILUSTRAÇÃO d Conseqüentemente, lim S, = fim T, + (S, ~ Tp) 
E ne ao 
l É no a l SÉ ; f . . e assim, ou ambos os limites existem, ou nenhum dos dois 
SERIE TESTE DO n * TERMO CONCLUSÃO K ez? EE PO MES ` límites existe. Isto nos dá a conclusão desejada. Se ambas as 
E E sérios convergem, então suas somas diferem por 5,- Ty 
D lim an Diverge, por (11.17) gem, € gas somas diferem por Se Y 
Amd t 2041 2 [0] O Teorema (11.18) implica que à modificação de um 
gek $ número finito de termos de uma série não afeta sua convergência 
E, N eri : q ou divergência (embora altere a soma de uma série convergen- - 
i lim -a7 i GE i : r » . o, te). Em particular, se substituíssemos os primeiros% termos de 
3 E o à - ata a ie da 
[zn B adicional, SC 3 . 3 a, por 0, a convergência não seria afetada. Segue-se que a 
(LITE) É série 
— tim Lo Necessário Gar O 
2, Yn sex And tigação converge ou diverge conforme Y. a, seja convergente ou diver- 
Mai adicional, > por rgeot X Seja ge 
(117 , gente, respectivamente. A sérica, , F hat se obtém de 
À e a, suprimindo-se os k primeiros termos. 
a lim Eco Diverge, por-(11,17) . y i 
pue Le 0 
m 


Para fins de referência, enunciemos este resultado como segue: 


e i Teorema (11.19) 
Veremos na próxima seção que a segunda série anterior- 
mente citada converge, e que a terceira série diverge. 


` Opróximo teorema afirma que se os termos corresponden- 
tes de duas sérios são idênticos após certa ordem, então ambas 
as séries convergem ou ambas divergem. 


at 
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il 


Teorema (11.20) | 3 


EXEMPLO 6 
Mostre que a série abaixo converge: 
1 1 i 
3. 4*3.3* "* Ge3n33)" 
SOLUÇÃO 


A série dada pode ser oblida por supressão dos dois primeiros 
termos da séric telescópica, convergente, do Exemplo 1. Logo, 
pelo Teorema (11.19), a série dada converge. 


A demonstração do próximo teorema decorre diretamente 


da ee (1. 13. 


converge e teri por soma 4 =B, ` 


É fácil mostrar que, se X a, diverge, então KH ca, tam- 
bém diverge, para tado c «O. 
EXEMPLO 7 


Prove que a série seguinte converge, e ache sua soma: 


SL. c2. 
A nina o $-! 
SOLUÇÃO 


No Exemplo 1 estudamos a série telescópica 5 1/(uín + 1)] 
onde mostramos que ela converge e tent por soma 1. Utilizando 
o Teorema (LL 20) com c =7 a, = 1/(1(n + 1)], vemos que a 
série 5 7/ulu + 1)] converge e tem por soma 7(1) « 7. 


A série geométrica Y 2/3" - ! converge e tem por soma 


3 (ver Exemplo 5). Logo, pelo Teorema (11.20)(1), a série dada 
converge e sua soma é 7 4 3 = 10. 


—— -———————————— ''''ÁÓÁÁÓ a EN NINAS 
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der 


Teorema (11.20) | se ER a, 6 convergente e X b, é divergent então 


. contradição. Suponhamos, pois; que Y (a, + 


X (a, + b) é divergente, 


DEMONSTRAÇÃO 


Tal como no enunciado do teorema, s 


b, divergente. Daremos uma prova indireta 
mos que a conclusão do teorema é falsa e chegaremos a uma 
b,)éconvergen- 
te. Aplicando o Teorema (11.20)(11), constatamos que a série 


Y la, +0)-01= Y 5, ; 


é convergente, Isto contradiz o fato de que X b, é divergente c, 


então, nossa suposição é falsa; isto $ » (a, + b) é divergente. 


` EXEMPLO 8 


Estabeleça a convergência ou divergência da série 


SOLUÇÃO 


Como Y (1/5 € uma série geom 
3 (1/1) éa série harmônica divergent 
dada é divergente, pelo Teorema (11.21); 


Podemos aplicar as séries infinitas a0 caso da epidemia S 
~> E- S abordado no fim da Seção 11,1, Suponhamos que, em 


` lugar de 7, (o múmero de doentes no dia 1), estejamos intéressa- 


dos no número total S, de indivíduos que estiveram doentes 
entre o primeiro e o z "º dia. Tal como em nossa discussão 
prévia, vamos superestimar $, aproximando o número P, , | de 
novos casos no dia «t + 1 por ol, Assim, 

SI ARABE AR + EF 


2d, + aNl, + aNt, + ai, +... + ol 


"ett 


Lembrando que /, = r7 s com rz 1 aN ~- b, obtemos 


t i H 
| E 
i 
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5 CENE 
,7 I, E NT, Ha, + ar, 4... 4 art] 11 0,37 + 0,0037 +... + ay + 313 + H te à + d 
zl ei a re rhe trt) , 
A 12068 + 0,000628 + .., + SR + ata ` 
Tal como na demonstração do Teorema (11.15), isto pode ser 1 ` ` "qo 7 ` HR £5 
: E i3 
escrito como: i E EI Yxercs. 33-40: Use o teste do termo de ordena para. : 
i prot U 00d 13 KH zepo E 14 X Gart determinar. sea série diverge, ou se É necessária uma Ü 
$,7 1H + ani, 1-;^1 ) [ de E investigação adicional. , 
-r -r j p 
z x " ` Sn 1 ni 
Ser «1, então 15 Y (Lay! 16 Y Li”! 33 » == 34 y —— ex 
A A Zaa “Arves C 
Am, S, = I, + aNh "seres. 17-20: Use o Teorema (11.15) para achar ` i 2 1 
todos os valores de x para os quais a série é conver- 38 5 i 36 < 
p a "43 e+1 f 
1 1 gente e ache a soma da série. net nei ii 
= + . 
t 1 Ad pet - m 
Y7i-x4xX-X3 24 (1)tu]4. 
` ` e» Qj y E 38 3 n sen i 
=l b 4 18 133 ea oen eu KA Ve net " 
1 b ` 


191,63, 6-39 w3 
ARA unt 


EXERCÍCIOS 11.2 


b 
-n (525) 


Se a e b são aproximados com base em dados anteriores, este. 
resultado possibilita aos agentes sanitários determinarem uma 
cota superior para o número total de indivíduos que estarão 
afetados em delerminado estágio da epidemia. 


Exeres. 1-6: Use o método do Exemplo 1 para achar 
C) Sp 5, € Sp OS, (0) a somada série, se for 


convergente, 


t 3- Qu + Se: +3) 


E e 
2 (n + Da + 7) 
SA 
3 —— 
P 4m = 


E 


* X S273 


” 


nominador.) 


Exercs. 7-16: Use o Teorema (11.15) para determinar ` 


sea série geométrica converge ou diverge; se conver- 


Bir, ache sua soma, 

E 3 
73454 tp 
8 3+ 3 


A — 
gatet Cau ho. 


D i i u 
6 2 Viti va (Sugestão: Racionalize o de-: 


. a 
2034G- 24 ES, A E 
3 ul 


fl Exerc: 21-24: A barra indica que os algarismos se 


“repetem indefinidamente, Expresse a decimal perió- ` 


dica como uma série e ache o número racional que ela 
representa. 


21023 22 5,148 . 
23 3,394. ` 2421828... 


Exeres, 25-32: Use à Exemplo 1 ou 3 e o Teorema ' 


(11.19) 00 (11:20) para determinar se a séric converge 
ou diverge. 


25 1 1: EN! ` 
KEE) E NN 
12. 


i 
NEI 


1-2 -3 ayi 
1 H 
“ue + 1) + 


D 
»» la (i + 1) 40 X ln Es 3) 


Exercs. 41-48: Utilize séries conhecidas, convergen- 
tes ou divergentes, juntamente. com o Teorenta 
(11.20) ou (11.21) para determinar se a série 6 con- 
vergente ou divergente; no caso de convergência, 
determine a soma, 


PEE 
aui 

íi A 
ayi 
RER 


sr i 
ss * an + 5] 
46 >, E +1 -i] 


nel 
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Web 5 3 
g PAR +27 ne 5) 


^m 


o eX 


Xexeres, 49-50; Para a séric convergente dada, (1) 
aproxime $, S, e S} com cinco casas decimais e (b) 


obtenha uma aproximação da soma da série com trés 
H casas decimais. 


sen n awi 
é so ML 
49 y Et e SE 


“E at 


51 Seja S, a n" soma parcial da série harmônica. 

Se'M = 3, use o Exemplo 3 para achar um inteiro 
e positivo un tal que S, = Af, e aproxime S, com duas 
E casas decimais, 


H 52 Faça o Exercício 51 com M = 8. 


53 Prove (ou nio) Se Y a, e $, b, sio ambas 
divergentes, então y (a, + by diverge. 


54 Onde está o erro na seguinte “prova” de que a 


n 

] série divergente 3, L-3107 tem soma 0? 
mot 

(Ver Exemplo 2.) 


E 


X Cy 


Deg 
afete [+ EDI [+0] e 
=0+0+0+...=0 


55 Deixa-se cair uma bala de borracha de uma altura 
de 10 metros. A bola repica aproximadamente 
metade da distância após cada queda, Use uma 
série geométrica para aproximar o percurso total 
feito pela bola até o repouso completo. 


56 A extremidade de nm pêndulo oscila do longo de 
um arco de 24 cm em sua primeira oscilação. Se 
cada oscilação é aproximadamente 5/6 da oscila- 
on precedente, use uma série geométrica para 
obter uma aproximação da distância total percor- 
rida pelo pêndulo até entrar em repouso completo. 


57 Administra-se a um indivíduo uma dose de Q 
unidades de certo remédio. A quantidade que per- 
mangce na corrente sangiíínea ao cabo de £ minu- 


tosé Qe", com c > Q. Suponhamos que a mesma 
dose seja administrada a intervalos sucessivos de 
T minutos. 


(a) Mostre que a quantidade A(A) do remédio na 
corrente sangüínea imediatamente após a 
k ^ dose é dada por 


k-1 
Alk) = 5, E Qe t 


(b) Ache uma cota superior para a quantidade de 
remédio na corrente sangüfnea após um nóme- 
ro arbitrário de doses. 


(c) Ache o menor tempo entre doses que ege i 


que A(k) nào excede certo nível M, M > Q. 


58 Suponha que cada unidade monetária introduzi- 
da na economia reciceule como segue: 85% da 
unidade original são gastos, em seguida 85% 
daqueles 0,85 são gastos e assim por diante. 
Determine o impacto econômico (o total gasto) 
se $ 1.090.000,00 são introduzidos na economia, 


59 Em um programa de erradicação de epidemia, 
Hiberam-se diaciamente na população N moscas 
macho esterilizadas, e 90% dessas moscas sobre- 
vivem a um determinado dia, 


(a) Mostre que o número de moscas esterilizadas 
ya r após dias é dado por N + (0,9) 
(ON, 


(b) Sc objetivo do programa, a longo alcance, é 
manter 20.000 moscas esterilizadas na papu- 
Jagio, quantas moscas devem ser liberadas 
cada dia? 


60 Certo remédio tem meia-vida de cerca de 2 horas 
na corrente sangiínea. A cada 4 horas adminis- 
tram-se doses de K miligramas, com Ka ser ainda 
determinado. 


(a) Mostre que o número de miligramas do remé- 
dio na corrente sangúínea após a n "? dose é 
K+ H Kta t Or 7 UK, e que esta soma 


6 aproximadamente. ik para grandes valores 
den. 


(b) Se mais de 500 miligramas do remédio na 
corrente sangüínea é considerado um nível 
perigoso, determine a maior dose possível que 
possa ser administrada repetidamente por um 
longo período de tempo. 


eege 
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(c) Ref. Exercício 57. Se a dose Ké de 50 miligra- 
mas, com que freqüéncia pode ser administra- 
da com seguranga? . 


61 Aprimeira figura exibe uma sequência de quadra- 

dos Sy S5. ..., Sy  Denotemos por a,, A, e P,O 

lado, à área e a perímetro, respectivamente, do 

quadrado Sy O quadrado $, , , se constrói a partir 

: de S, ligando-se quatro pontos de $, com cada 

G ponto A distância de F a, deum vértice, conforme 


mostra a segunda figura. 
(a) Ache uma relação éntre Apa Cp 
(b) Ache a, A, e P,. 


GN 


(c) Calcule Y) Pe 7 An: 


DEM DER 


11.3 SÉRIES DE TERMOS POSITIVOS 


Na seção precedente estabelecemos a Convergência: 
gência de várias séries por meio de uma fórmula par: 


62 A figura exibe vários termos de uma segiiência 
consistindo em círculos e quadrados «lternantes. 
Cada círculo está inscrito em um quadrado, e cada 
quadrado (exceto o maior) está inscrito em um 
círculo. Seja S, a área do n *? quadradó-e Cia 
área do nº círculo, : 


(a) Estabeleça relações entre S, eC 
Sr 5 


(b) Que porção do maior quadrado está sombréada 
na figura? ` 


sona 


parcial S,, determinando então se lim S, existe ou não. Infeliz- 


u- a 


mente, a não ser em casos especiais como os da série geométrica 
ou da série telescópica, quase nunca é possível achar uma 
fórmula explícita para S, Podemos, não obstante, desenvolver 


testes para a convergência ou divergência de uma séris x a, 


que utilizam o n ^? termo a,. Tais testes não nos dão a soma S 
da série; dizem-nos apenas se a soma existe. Isto é suficiente na 
maioria das aplicações porque, sabendo que a soma existe, 
podemos aproximar o seu valor com um grau arbitrário de 
. precisão, bastando somar um número suficiente de termos da 


série. 


EE e 
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Teorema (11.22) 


Nesta seção consideraremos apenas séries de termos po- 
Sitivos — isto é, séries 3 a, tais que a, > O para todo n, Embora 


isto possa parecer demasiadamente restritivo, as séries de ter- 
mos positivos constituem o fundamento de todo onosso trabalho 
com séries, Como veremos: mais adiante, a. convergência ou 


divergência. de uma série arbitrária fregüentemente pode. ser . 


determinada a partir da convergência ou divergência de uma 
série de termos positivos. .* ` 


O próximo teorema mostra que, para estabelecer a conver- 
gência ou divergência de uma série de termos positivos, basta 
determinar se a segiiéncia de somas parciais (S,) é cotada. 


DEMONSTRAÇÃO 


Se (5,) é a segiiência de somas parciais da série de termos 
positivos 3 a, então 


Bebe «8, «... 


e conséqüentemente {S,} é monotónica. Se existe um número -. ` 


M tal que S, < M para todo j, então (S,) é monotônica cotada. 
Tal como na prova do Teorema (11,9), 


lim S,=SsM 


n 


pata algum S, e, assim, a série converge. Se nào existe um tal 
número M, então lim S, == ea série diverge, 


LEM 


Podemos utilizar o n Di termo a, de uma série Y a, para 


definir uma função f tal que f (n) = a, para todo inteiro positivo 
n, Em alguns casos, se substituirmos z por.x, obteremos uma 
função definida para todo número real x = 1. Por exemplo, 


ai 1 
dado A não Sa Fm) = qa 


+ 
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Teste da Integral (11.29) 


Figura 11.9 


Substituindo por x, obtemos f (x) = 147, que é a função 
desejada. Notemos que 


Yi Ae 3 160) =D «FQ + fm) +. 


mul 


O próximo resultado mostra que se uma função f obtida dessa `>- 
maneira satisfaz certas condições, então podemos utilizar a... 
: w 


integral imprópria f FG) dx para testar a série $ f GO) guan- 
tel 


to a convergência ou divergência. 


DEMONSTRAÇÃO 


De acordo com a hipótese, seja f (n) = a, e consideremos f (1) 
. para todo real x = 1. A Figura 11.8 exibe o gráfico típico desta 
d função positiva, contínua e decrescente. Se n é um inteiro 


- ilustrado na Figura 11, 8 é 


die fO» fO) EN 


‘Analogamente, à área do polígono retangular circunscrito ilus- 
trado na Figura 11,9 é 


nos 


YADDA ER 
Kéi - 
Como f f(x) dí é a área sob o gráfico de fde 1 a n, 


Y WE f fode s i fe 


Zei 


positivo maior do que 1; a área do polígono retangular Inscrito — >. 
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Denotando por $, a 7 "* soma parcial da série. Í D+ Ora 
+ f (n) u então a desigualdade acima pode ser escrita 


5, - (0 « ff 160r 5 S. 


A desigualdade precedente implica que, se a integral 


E f(x) dx converge e é iguala K > 0, então 
1 n 
S-fü)sK ou S sKef() 


para todo inteiro positivo x. Logo, pelo Teorema (1122), asérie 


5 f ln) converge. 


Se a integral imprópria diverge, então 


im f $6) dx «c 


ai LU 


no 


ecomo f fG) de « S, , tomos tambén lim S, , 9; isto 
1 
é, a série X Flu) diverge. 


Ao utilizar o teste da integral (11.23), é necessário considerar 
LI D 
f FG) de= lim J fG) de 
1 tn 


Assim, devemos integrar f (x) e então tomar um limite. Se P Va 
não é integrável elementarmente, deve-se empregar um outro 
teste para investigar a convergência ou divergência da série. 


EXEMPLO 1 


Use o teste da integral (11.23) para mostrar que a série harmônica 


1,1 1 
La gg to eh 
diverge (ver Exemplo 3 da Seção 11.2). 
SOLUÇÃO 


Como a, =1/1, fazemos, fü) = 1/n. Substituindo it por x obtemos 
f(x) = tix. Como fé positiva, contínua e decrescente para xa 1, 
podemos aplicar o teste da integral (11.23): 


[ie = tim f É de = lim LE n 
É 2 S 


me" px 
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m 


dim [int ail o 


A série diverge, de acordo com (11.23Y (i). 


EXEMPLO 2 
Determine se a série infinita X ne conver 
SOLUÇÃO 


2 2 " 
Como q, — ne^" , fazemos f (n) « n&" e consideramos f (x) = 


a : ai zn N 
xe Sexa 1,fépositivae contínua. Pade-se utilizara derivada 
primeira para determinar se f é decrescente, Como 


f'o- atea ed 21% « 0, 


f 6 decrescente em [1, 0), Podemos, pois, aplicar o teste da 
integral como segue: E 


1 


BE 


afat lim Scb 
Alisa jat ei 2e 


1 


SR EE d 
xe^* dx = limf xe dx = lim | (Yer 
forte tm se? ae = tin [e] 


tendo, portanto, uma soma S. Mas ndo achamos o valo; 
rico de S, O número 1/(22) na solução € o. valor de uti integral 
imprópria, e não a soma da série. Se quisermos, podér 
uma aproximação de $ utilizando uma soma pa 
suficientemente grande. (Ver Exercício 59.) 


Pode-se usar o teste da integral também ae a fimção f 
satisfaz a condição (11.23) para todo x = k, para algum inteiro 
positivo k. Neste caso, não fazemos nada mais do que substituir 


a integral em (11.23) por T f(x) dx, o que corresponde a 


desprezar os E — 1 primeiros termos da série. - 


A série seguinte, que é uma generalização da série harmó- 
nica (11.14), terá grande utilidade quando aplicarmas testes de 
comparação mais adiante. 


amas => A tte 
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Definição (11.24) | Umasérie-p, ou sériebiperarmónica, é uma série da forma 


“onde p é um niineio real positivo. ' 


Note que, se p= 1 em (11.24), obtemos a série harmônica, O 
teorema seguinte dá indicação sobre a natureza da série-p. 


Teorema (11.25) 


DEMONSTRAÇÃO 


O caso especial p =1 é a série harmónica divergente: Seja p um 


número real- positivo e p.» 1. Aplicaremos o teste da integral. 


(11.23), fazendo f (u) =1/n? e considerando f (x) 1/3? 
xP. A função f é positiva e contínua para x = 1. Além disso, 
para esses valores de x, vemos que f(x) DECH e e 
assim f é decrescente. f satisfaz, pois, as condições enunciadas 
no teste da integral (11.23), e consideramos 


fia ü " " . FEE 
ix pedim fis sm [I]. 


tom 


i o. 
= lim (17^ — 1 
e ) 


Sep>1, então, p-1>0ca última expressão pode escrever-se, 


i oq 1 H 1 
ele o) - 1550 0-755 


Assim, por (11.23)(1), a série-p converge se p > 1. 


Sc0<p<1, entio1--p>0e 


top into =D => 


o Logo, por (11.23Xii), a série-p diverge, . 
Se ps 0, lim (1/17) » e, por (11.17)(), a série diverge. 


n-o 
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ILUSTRAÇÃO 
SÉRIE-p “VALOR DE CONCLUSÁO 
p 

bc 11 p=2 Converge; por. 
Zä =Le tg he, (11.25)() pois 2 » 1.- 
- 101 psi Diverge; por 
P NEE (1125Yi), pois 4 < 1 
o Vet N 3 

1 1 1 p=? „Converge, por 

garlt gat gate * (os, pois 3 > 1 
| p i Diverge, por 


PA 
EME 


asi 


(1125)Y), pois É < 1 


O próximo teorema permite utilizarmos séries conhecidas - 


convergentes (divergentes) para estabelecer a convergência (di- 
vergência) de outras séries. 


Testes de Comparação (11.26) |' 


DEMONSTRAÇÃO 

Denotemos por S, e T, as somas parciais de ordem n de 
35 ae X b, respectivamente. Suponhamos que y b, seja 
convergente e tenha por soma T. Se a, « b, para todo 11, então 


+8, T, « Te então, pelo Teorema (11.23), 3 a, converge. Isto 


prova a parte (1). 


' Para provar (ii), suponhamos 3 b, divergente e és b, 
para todo n. Então S, = Tp e como T, aumenta sem limite quando `. 
ntende para infinito, o mesmo ocorre com S, Consegiientemen- 


te, $ a diverge. 
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A convergência ou divergência de uma série não é afetada 
quando se suprime um número finito de termos; a condição 
a, sb, o0ua,2b, de (11.26) é entáo exigida somente do termo 
de ordem k em diante, para algum inteiro positivo E 


Diz-se que uma série 3 d, domina uma sério 3 €, se 
c, sd, para todo inteiro positivo n. Nesta terminologia, 
(11200) afirma que uma série de termos positivos que é 
dominada por uma série convergente é também convergente. A 
parte (ii) afirma que wma série que domina uma série de termos 
positivos divergente é também divergente. 


EXEMPLO 3 


Determine se 2 série converge ou diverge: 


1 Se 
e A 2+5 a 2 Ya - 1 
SOLUÇÃO 


(a) Para todo n= 1, 


E 
245 ^5 3 
Como Y (1/5) uma série geométrica convergente, a sério 
dada também converge, pelo teste de comparação (11.26)1). 


(b) Aséric-p H 1/Vit diverge, e assim também diverge a série 
obtida desprezando-se o primeiro termo 1/41. Se n = 2, então 


1 DI 3 1 


o qr Va 


Decorre do teste de comparação (12060 que a série dada 
diverge. 


Ao utilizarmos um teste de comparação, devemos primei- 
10 escolher uma série 3 b, adequada, para então provar que 
a, sb oua, b para todo inteiro n maior do que algum inteiro 
positivo, Esta prova pode ser assaz difícil se a é uma expressão 
complicada. O teste de comparação seguinte é em geral mais 
fácil de aplicar porque, escolhida X b, basta obter o limite do 


quociente a,/b, quando noso, 


Teste limite de comparação |: 


E 
ba 
EEE PONR EE R 
0 £ € X 
2 2 
Figura 11.10 


Wad 


che 


x 
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Sejam Y a, e y b, séries de termos pásitivos. Se 


"n LA E 
lim 7 3c20. 
ameba E 


ambas as séries convergem ou àiiibas d'vërg 


DEMONSTRAÇÃO 


Se im (a/b) c » 0, então a, / b, está próximo de c se n é 


ac 


grande. Logo, existe um número N tal que 


sempre que >N 


Se a série $ a, converge, então 5 (c/2)b, também converge, 


porque é dominada por 3 ai, Aplicando (1 120Yii), vémos que 
a série 
ate 
EK (5) (Gi 


Reciprocamente, se Y, b, converge, então: S “a, fambém 
converge, pois é dominada pela. série convergente 
3 (3c/2)b,. Provamos que > a, converge se e Somente; 
5 b, converge. Consegientemente 5 a, diverge seesoniento 
se 3 b, diverge. i 


converge. 


Se, em (11.27), o limite é O ou c, ainda assim é possível 
determinar se a série p a, converge ou diverge, aplicando a 
teste de comparação do Exercício Si ou 52, respectivamente, 


Para obter uma série Y b, conveniente para ser usada no 
teste limite de comparação (11.27) quando a, é um quociente, 
um bom processo consiste em reter apenas os termos do neme- 
rador e do denominador que tém o maior efeito sobre a magni- 
tude. Podemos também substituir qualquer fator constante c por 
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1, pois Y be b cb, sáo ou ambas convergentes ou ambas 


divergentes (ver Teorema 11.20). Este processo é ilustrado a 
seguir para diversas séries 


ILUSTRAÇÃO: 
CONSERVANDO OS TERMOS ESCOLHA DE b, 

a, DE MAIOR MAGNITUDE ' BT? 

EIER Mm 3 1 
4 rr? dë 4m P 
A Ge 2 L 
Yn. nz? HH n 

3 y ! 

Tão. Yu e 3 i 
-n=l G^ Gë ` Gi Dal 

EXENPLO 4 


Determine se a série converge on diverge: 


a 


o Y Suv e) p EN 
SOLUÇÃO 
(a) On ™ termo da série é 

E lo. 

a= VETT 


n 


Desprezando o número 1 no radicando, obtemos b, = 1/. Vit, x 
que éo termo de ordem n de uma série-p divergente, com p = H : 


Aplicando o teste limite de comparação (11.27), obtemos: 
3 


a, Er P arum 
j dm yim yF pum gu ict 


am 


Como 3 b, diverge, X a, também diverge, 


É importante notar que não podemos usar b, = 1/ Era 


como teste de comparação (11.26), porque a, < bp em lugar de 
amb, 


SN 


—— 
SE 


ek 


ps 
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(b) O nº termo'da série é 
e 30 + Sm 
CE 
Desprezando os termos de menor magnitude do numerador e no 
denominador, obtemos 
E 
2 T 
e, então, escolhemos b, = 1/2". Aplicando o teste limite de 
comparação (11.27), obtemos 


EE E Lt 3 + Sn 
T + L ree SOR 


á d 
lim $ = lim =23>0 


so Dy 


Como, pelo Teorema (0150, X b, 6 uma série. geométrica 


convergente (com rei <1), aséie ` a, também é convergente. 


EXEMPLO 5 


Br t Yn " e 
: e ou diverge. 
CC Determine se 3 a, converge ou diverg: 


SOLUÇÃO 


Seja a, = 


w 


Para obter uma série de comparação adequada * b, conserva- 


“mos a apenas as potências mais altas de n no numerador e no 


denominador, obtendo 


gu 8 


- 
um ei 


` Aplicando o teste limite de comparação (11.27) cora b, =P, 


obtemos: 


im % jim [RS é? 
ano D, nem Semen? d 


Su + 
elm STA e8s>0 
aum Sem xn? 


Como S, b, é uma série-p convergente comp = 5 > 1,decor ` 


re de (11.27) que Y, a, também convergente, 
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Concluiremos esta seção com várias observações gerais 
sobre séries de termos positivos. Seja ` a, uma série de termos 


positivos e suponhantos os termos agrupados de alguma manci- 
Ta, como, por exemplo, 


(q, +4) +4, t (ay + Ag + Ag FA) E ou 
Denotando a última série por 3 b, de modo que 


b, =a, + ay b = ap Du 


ET t Ag t Aaa 


então qualquer soma parcial da série X b, é também uma soma 
parcial de X Ge Segue-se que, se X a, converge, então 
b, também converge e lem a mesma soma. Vale argumento 
análogo para qualquer outro agrupamento dos termos da série 
a, Assim, se tuna série de termos positivos converge, então 


a série obtida agrupando-se os termos de uma maneira ari bitrá- 
via também converge e tem amesma soma, Já a respeito de séries 
divergentes não é possível fazer afirmação semelhante. Assim 


é que os termos da série divergente Y (~ 1)' podem ser agru- 
pados de modo a originar uma série convergente (ver Exercício 
54 da Seção 11.2). 

Suponhamos, em seguida, que uma série convergente de 
termos positivos 3 a, tenha asoma S e que so forme uma nova 


série » b, reagrupando os termos de uma forma arbitrária. Por 


exemplo, 3 b, poderia ser a série 
d, lgt bs dy d e 


SeT éan "soma parcial de X b, então é uma soma determos 


de Y a, Sem é o maior índice associado ao$ termos a, em T, 
então T, « S, < S. Conseqüentemente, T, < S para todo n. 


Aplicando o Teorema (11: 22), vemos que » b, converge e tem 


soma T « S. A demonstração precedente independe do reagru- 
pamento particular dos termos. Podemos tambén considerar a 


série 5 a, como obtida pelo reagrupamento dos termos de 


y b, e, então, pelo mesmo argumento, S « T. Provamos que se 
os termos de uma série de termos positivos, convergente, 

a, SãO reagrupados de uma forma arbitrária, a série resul- 
tante converge e tem a mesma soma. 


eem D mtem errem 
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EXERCÍCIOS 11.3 


Exercs. 1-12: (a) Mostre que a Função f determinada 
pelon ?? termo da série verifica a hipótese da teste da 


integral. (b) Use o teste da integral para determinarse 
a série converge ou diverge. 


ay Ll 
3 Gs ET 3 (4 +9? 
a e 
3 $ i i 4 X E D 
KA Ael 
N, LI 
e ed 6 X 1 
" die nn — S) 
ue ay 
Im A alla ay 


- arte n e E 
é 12% — 
» teat A 14 160? 


be 


Exercs. 13-20: Use um teste básico de comparação 
para determinat se a série converge ou diverge. 


a i 2 & 
i3 14 L4 
p DEER p 41 
T 2 
S cm 16 3 + cos; 
A n3" 2 i: 
1 5 arctg 18 " arcsec n 
epo £e Däin 
sy "yl 
uan ni 
net 


Exercs, 21-28: Use o teste límite de comparação para 
determinar se a série converge ou diverge. 


D 


e 
A P DE z 3 


ut 


is 


e Ae 1 2 
23i 
ER Vid Sn 


vol 
PE p. iX 


umi 


Exeres, 29-16: Determine se a série converge ou 
diverge. 


S mat ei Ad 
9 Y 9L 30 Y Ed 
2, LESES PE NÉIER 
-31 mE 

FERE 


38 V um tlan 
5 ne 

2 Vín +1 A danzt 
eg » 

37 Y ue 


ay Qu IN 
a Gra H e +1 
WEEN 
ay em aS afis 
p DEEN X 2 
salna Se a 
45 S 7 4g v ER EZ 
d A Ld A nes 


Exercs, 47-48: Determine todos os reais k para os 
quais a série é convergente. 


Sé E 


q i 
4 3 48 =i— 
2 ny X a (la n} 


GE 
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49 (a) Use a prova do teste da integral (11,23) para 
mastrar que, para todo inteiro positivo n > 1, 


i.i 1 
ln(u+1)<1+5+ 3 + tl ina 


(b) Estimeontúmero de termos daséricharmônicague ` 


devem ser somados para que se tenha S,» 100. 


50 Considere o problema hipotético ilustrado na fi-: . 


gura, Partindo de uma bola de 0,30 m de rajo, uma. 
pessoa empilha bolas verticalmente de tal modo 
que, ser, é o raio da k™ bola, então 


Baer, Vaz Qu + 1) para cada inteiro positivo n. 


(a) Mostre que a altura da pilha pode tornar-se 
arbitrariamente grande. 


(b) Se as bolas são feitas de material que pesa 12 
quilos por metro cúbico, estabeleça um extre- 
mo superior para o peso total da pilha. 


51 Sejam me 3 b, sérios de termos positivos. 


Provequesclim (a /b,) = Qe 5 b, converge, en- : 
SC 


tão p a, converge. (Isto.não se verifica necessa- 
riamente: para. séries. que. contenham termos. 
negativos.) 
52 Provegueselim (a, /b,) =% e 3 b, diverge, então 
a. $ 
$ a, diverge. y 


53 Seja S a, uma sério convergente de termos posi- 
tivos. Seja f (zi) = a, e f contínua e decrescente para 


x= N, para algum inteiro N. Prove que o em 
Ke 30 aproximarmos a soma da série dada 


por y a, é menor do que E FG) dx. 


nei 


Exercs. 54-56: Use o Exercício 53 para estimar. o 


menor nümero de termos que devem ser somados para: ` 


aproximar asoma da série com um erro menor que E. 


PE p E = 0001 s54 m E- 001 
s. ne! 
ER 


i 
a ay" ES 


57 Prove qué se uma série de termos positivos 
pl D converge; então 3 (1/a,) diverge. 


58 Prove que se uma série de termos positivos 
5 a, converge, então 3 Ya, VR, + 1 converge, 


(Sugestão: Mostre- primeiro que Vagy, ı s 
la, ta; 1/2 


E] 


Exeres. 59-60: Obtenha uma aproximação da soma 
da série dada com três casas decimais. (Use o Exerci- 
cio 53 para justificar a precisão de sua resposta.) 

io ; m 
59 X ne = 


set 


a 


y=xe yo In(%) paro k=1,2,30 1523 20,0 
E entáo os gráficos para prever se a sério 


2 FA P 5 converge ou diverge, para k = 1,2, 3. 


181 62 Grafe no mesmo sistema de eixos coordenados 
yexeys(nx) para k= 1,2, 3e1sxs200, e 


use então os gráficos para prever se 9 série ` 


3 1 converge ou diverge, para k = 1, 2, 3. 
E n 


eicit pter teme ER 


6t Grafe no: mesmo sistema de eixos. coordenados. - * 
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Teste da Razão (11.28) 


41.408 TESTES DA RAZÃO E DA RAIZ 


— án 


Para que possamos aplicar o teste da integral a uma série de 
termos positivos X a, com a, = f (1), os termos devem ser 


decrescentes e devemos saber integrar f (x). Isto exclui muitas- 


séries que envolvem fatoriais e outras expressões complicadas. 
Introduziremos agora dois testes que permitem determinar a 


convergência ou divergência, quando outros testes falham. In~ . 


felizmente, para certas séries tais testes são inconclusivos, con- 
forme indicado na parte (iii) dos mesmos. 


y a, uima série de termos positivos, e suponhamos 


outro teste. 


DEMONSTRAÇÃO 
.0 Suponhamos | lim AUN )zsL«1esejarum número 


tal que0sL «r«1. Como a, , (a, está próximo. de L se n é 
grande; existe um inteiro N tal que, sempre que at =N, 


+1 


KEEN 


d 
Substituindo a por N, N + 1, N +2, — obtemos 
Hy, S GP 
2 
fy o Oy SON 
Bora? Bud" ay 
e, em geral, 
Aen < ay" sempre que em >0 
Decone do teste de comparação (11.261) que a série . 


Ge, VT Gato Gy ur e 
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converge, pois seus termos são inferiores aos termos correspon- 
dentes da série geométrica convergente 


ay bay A b e 


Como a'convergéncia ou a divergência não é afetada quando se 
elimina um número finito de termos (ver Teorema (11.19), a 


a 
sério X a, também converge. 
nal 


(ii) Suponhamos lim (a, , vol = L > 1. Se r é um real tal 
(E 


que L >r > 1, então existe um inteiro N tal que 


Cos 
LRL > y > 1 sempre quen=N 


d 


Consegilentemente, a, ,, > a, sen 2N. Assim, lim a,» De, pelo 


uma 


teste do enésimo termo (LL.17X1), a série 3 a, diverge. 
A demonstração para o caso lim (a, , da) =% é análoga 
à ima ` 
e é deixada como exercício. 


(iil) O teste da razão nada permite concluir se 


pois é fácil verificar que o limite é 1 tanto para a série convergente 
3 (1/12) como para a série divergente X (1/1). Conseqüente- 
niente, se o limite é 1, devemos empregar um outro teste. 
EXEMPLO 1 


Determine se a série é convergente ou divergente. 


y ES 
SOLUÇÃO 


(a) Aplicando o teste da razão, temos: 


a ' H 
an Dat. n 
lim = lim (an : Si 
d 


ama A, ncm 


TEE 
amo tur F 
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= fim 
naatti 


= D 


Como 0 < 1, a série é convergente, 


{b} Aplicando o teste da razão, obtemos; : 


a 
lim 22 


n>m 


= lim 
& ava (ne 


= Jim mao a 
aa ++ 


Como 3 > 1, a série diverge, conforme (11.28)(ii). 


EXEMPLO 2 


5 MET " e a DN 
Determine a convergência ou divergência de Y d 
Les nl 


D 


SOLUÇÃO 
Apliquemos o teste da razão: 


lim 221 tim EWEN 
a- a, aa (uM ant 


(e + jt m! 


= lim 
ums (ni) DN 


to EM pe s 


a-m dI nm D 
1Y 

-limile7ji-e 

acm D 


A última desigualdade é uma conseqiéncia do Teorema 
(7.32Y(ii). Como e > 1, a série diverge. 


Zei, KO " 
Se, para uma série $ ap Lia (a, 14/4) = 1, devemos 
me 


utilizar um teste diferente (ver (iii) de (11.28). A ilustração 
seguinte apresenta algumas séries deste tipo e sugestóes sobre 
como determinar a convergência ou divergência. 


OS 


AIR 


E 
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- | y 
ILUSTRAÇÃO i EXEMPLO 3 » 
a, SUGESTÃO -F . ` ai m 
SÉRIES X a, lim t Determine a convergência ou divergência de X d H 
aan Gy 3 a” . 
j É 
. . 2 E Á d 
Ms MAs 1 Determine a convergência pelo testo... i SOLUÇÃO... Ñ 
d Sé = MË eu pi p: comparação: (11.27) com H Aplicando o teste da raiz, ij 
hal n. É 
2 +1 1 Determine a divergéncia pelo teste F M. lim pat tim mi^ 1 
X Vii Sn 3 limite de comparação (11.27) com E . : Mn WO "el om ` 
nos ý b,= i/Vm. y ÜS 
p prum ` M 
inn 1 Estabeleça a divergência usando o = De, n 7 
Um teste da integral (11.23). . gU 
not Como 0 < 1, a série converge. Poderíamos ter aplicado o teste da i 
razão, mas o processo de cálculo do limite seria mais complicado: £u 
O teste seguinte costuma ser útil quando q, contém potên- 7 ` UC iJ 
cias dens EXERCÍCIOS 11.4- D 
Teste da Raiz (11.29) M M 1 it 
. f ) Exeres. 1-10: Determine lim D 21i. e use o teste da D X z M 5 DM * 
aam "De Nt o in i £y 
razão para determinar se a série converge ou diverge, M 
ou se o teste É inconclusivo. a WE? o 
ssa 6 $ dos 
Vu Ln dO" 


PE . Ae: 


a 


Ut y y (=! s y (Ly O 
» Ki 2n +1 2, In n ` 
` e 
fv 
, RE Zë: D Ekeres; 19-40: Determine se: a série converge ou ES 
«pode; x convergente ou div gent - diverge. " 
i sy BON e 
DEMONSTRACÁO EM 5 E : my E ; 
H 
Se L<1, consideremos um número r arbitrário tal que EEN i» ' ` mr, 
So do limito evt entes a o E 
OsL<r< 1 Pela dofinicio delimite, existeum inteiro positivo Pr TFT Pr Ken 21 ESA 2 3 mE. 
N tal que, se n z N, ento nva, «rou a, <r, , Zug gi-i 
. nl 
o 9 ER X nl o a 
Como0<r<1, Es é uma série geometricamente convergen- nd tre AY y 2 E 24 2, A - i 
ne - 
te e, então, pelo teste básico de comparação (11.26), Exercícios 11-18: Achelim Vi, e usco testeda raiz o a 
t ` > 2 n 
n T para determinar se aséri c converge ou diverge, é ouse 25 3 (5) nl 26 X ^x 
P converge. Conseqientemente, Zu converge . Com o téste é inconclusivo. Fei UU 
= . isto provantos (1). O resto da prova é análogo à do teste da razão. a 5 1 n 5 In n) » b y ow 5 10 + zi 
7 . zi rt d e 
[ves [BIBLIOTECA Jew] ; Au ` P EL gc © 
| SALA DE RESERVA; o 


(ut) (Qui 
29 y SE 30 a 
RH Gei A E 
“o - e yt 
QNS - 32 y, ID 
VUA VR V On S 
iua 
a ng < Ma 
33 -4 3 
P oy A 
/ M METTE 
Li ng i 63% El 
a 2 n . 2 a 


11.5 SÉRIES ALTERNADAS E : CONVERGÉNCIA ABSOLUTA ` 


Os testes de convergência estudados até aqui só podem ser 
aplicados a séries de termos positivos. Consideraremos agora 
séries infinitas que contêm termos positivos e termos negativos. 
O tipo mais simples e mais usual de tais sérios é a série 
alternada, em que os termos são alternadamente positivos c 
negativos. Costuma-se representar uma sério alternada como 


P = 
g,70 S CO Ai 
on: BET GH 
com a, > O para todo k. O próximo teorema fornece o teste 


principal para a convergência de tais séries. Por conveniência, 
a 


consideraremos (- 1) 7 ia, Demonstração análoga vale 


br 
a 


para X (ia, 


dei 


Testa para séries alternadas |; 
(11.30) 


E . A 0 para todo É. 


). lima, » 0. 


a 
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DEMONSTRACÁO 


" . Pela condição (1), temos 


A, 2 N, Z Ay Z Ay Z Ag d mpm, um 


a Consideremos as somas parciais 
Oe E geng Sa So Sy Nei 5, 
OG Ss A! . a iu ` 
. que contém um número par de termos da série. Como: 
Figura 11.11 


S772) (57a) * t (87,102) 
$4, — 4, 20 para todo k, vemos que 
Ox$,35,5.. S, s... 
isto é, {S,,} é uma séqüéncia monotônica, Este fato evidencia-se 
também na Figura 11.11, onde adotamos uma reta coordenada 
I para representar as quatro somas parciais seguintes da série: 


$,5a,$,2a,7a, $,2 4, — mts, == F Ay m y 


É interessante vocé procurar determinar os pontos de 1 corres- 
pondentes a Sye S. . 


` Referindo-nosã Figura 11.11, vemos ques, sa, paratodo 


inteiro positivo n, o que se pode provar também algebricamente, 
notando que 


Sa, 7 0, (474) - (74) - m O TA 


Assim, (S,,) é uma segiiência monotónica cotada: 
prova do Teorema (11.9),. - 


limS,, =$ Sa, 


LM norm 


para algum número $. 


Considerando em seguida uma soma parcial Soy + p, We 
contém um número fmpar de termos da série, então 


$5,175 + 1, ¿como Dm, y, 150, 


tim S. «lin Sy =$ 

a SR ay 
Como tánto a seqüéncia de somas parciais pares como a de 
somas parciais fmpares têm o mesmo limite $, segue-se que 


lim S, 5 $a 


ama 


ou seja, a série converge. 


ET Ogre ear 
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EE uërg 


EXEMPLO 1 
Determine se a série alternada converge ou diverge: 


9 cn zt 9 CO qos 


pel 
SOLUÇÃO 


(a)Sejaa, = Zi = iy 


Para aplicar o teste das séries alternadas (11.30), devemos 
mostrar que 


D ama, , para todo inteiro positivo k. 
(i) lim 2,0. 


me 


Há várias maneiras para demonstrar (1); Uma delas.consiste em -. 


mostrar que f(x) = 2x/ (457 — 3) é decrescente para zl, Pela regra 
do quociente, 


ne (dx? - 30) - Qu(8r) 


(4x7 3 
-8&7 -6 
aia 3j <0 


Pelo Teorema (4.13), f (x) é decrescente e, assim, f (&) = f (k + 1), 
isto é a = a,, pata todo inteiro positivo k. 


Podemos também provar (i) diretamente, mostrando que 


6, — 0, 1320. Assim, se a, = 2n 4i? — 3), então, para todo inteiro . 


` positivo, 
Us DE S ERI 
Goei” ARIS 7 Wk iy-3 
8E + BE 6 


MTRS 
Podemos ainda provar que a, 2:6, , mostrando que q, , /a,s 1. 


Para provar (ii), vemos e 


" Zi 
lim a, = lim mi 
fe a+ 


Assim, a sério alternada converge. 


AAA OA AAN TNA dera 


conan 
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(b) Pode-se mostrar que a,> a,, , para todo k, entretanto, 


2n H 
dim, 3 “2º H 
e, assim, a série diverge, pelo teste do n “º termo (11,176). . 


O teste (11.30) para séries alternadas também pode. ser 


usado se a condição (I) é válida para k > «t, para algum inteiro.» 


positivo m, porque isto corresponde a omitir os m primeiros 
termos da série. 


Se uma série converge, então a 4 ™ soma parcial S, pode 
ser utilizada para aproximara soma S da série, Em muitos casos, 
é difícil determinar a precisão da aproximação; mas, no caso de 
uma série alternada, o teorema seguinte constitui uma forma 
simples de avaliação desse erro. 


“DEMONSTRAÇÃO. 


A série obtida” pela eliminação: dos a: primeiros termos de < 


H Curta, isto é, 


EN, ED t CI agarra 


também verifica as condições de (11.30), tendo, portanto, uma 
soma R, Assim, 


O CAS 


e [R] = 2,17 fasat 6.57 


Utilizando o mesmo argumento empregado na prova do teste das ` 


séries alternadas, vemos que |R | s a, , ,. Conseqitentemente, 
E=|s-Si=lRisa,,, 


que é o que queríamos provar. 
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No próximo exemplo aplicamos o Teorema (11.31) para 
aproximar a soma de uma sério alternada, Para discutir a preci- 
são de umu aproximação, devemos primeiro convencionaro que 
significa precisão de uma casa decimal, precisão de duas casas 
decimais etc. Adotamos a seguinte convenção. Se E é a erro de 
uma aproximação, então esta terá uma precisão de k casas 
decimais se [E] < 0,5 x 107%, Temos, por exemplo 


precisão de 1 casa decimal se [E] < 0,5 x 10752 005 
precisão de 2 casas decimais se [|< 0,5 x 1077: 0,005 


precisão de 3 casas decimais se JE] « 0,5 x 10754 0,0005 


EXEMPLO 2 


Prove que a série 


1 
p — e eu A ——— 
1- 3i + + (ly e ho. 


é convergente, c obtenha uma aproximação com cinco casas ` 


decimais da sua soma 5. 
SOLUÇÃO 


O n termo a, = 1/(2n— 1)! tem limite O quando st ^» 00, e a,» 
4, , para todo inteiro positivo E Logo, a série converge, de 
acordo com o teste das séries alternadas. Aproxiniando S por S,, 
então, pelo Teorema (11.31), o erro cometido éno máximo igual 
ag, Un + 1)L Cateulando alguns valores de a, , q, vemos 
que, paran = 4, 


aji i m 0,0000028 < 0,000005 


Logo, asoma parcial S, éuma aproximação deScom cinco casas 
decimais. Como 


i 1 1 
$-1-3*377 
211,21. 0,841468 


6 * 120 ^ 5040 
temos 5 = 0,84147. 


Segue-se de (11.48(2)) que asoma da sérieósen 1 e, então, 
que sen i s» (0,84147. 
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Definição (11.32) 


Segue-se um conceito útil no estudo de uma série que tem 
termos positivos e termos negativos, mas não alternadamente. 
Permite-nos utilizar testes para séries de termos positivos para 
determinar a convergência de outros tipos de séries (ver Teore- 
ma 11.34). É M 


Umas >: a é absolutamente convergente sóa série 


DA 
; Ecolivergente;- SE 


Note que se 3 a, é uma série de termos positivos, então 


hj =a, , 6 neste caso convergência absoluta e convergência 
coincidem. 


EXEMPLO 3 


Proveque a série alternada abaixo é absolutamente convergente: 


SOLUÇÃO 


“Tomando valor absoluto de cada termo, temos 


que é uma série-p convergente. Logo, pel 
série alternada é absolutamente convergente. 


EXEMPLO 4 


A série harmônica alternada é 


TEEN 1,11, > art 
En alo rg te ten EE 


Mostre que esta série é 


(a). convergente (b) não absolutamente convergente 
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Definição (11.83) Ni 


Teorema (11.34) 


SOLUÇÃO 


(a) São verificadas as condições (i) e Gi) do teste (11.30) das 
séries alternadas, porque 


1 i 
aT 7 Pata todo dee lim È = 0 


am 


Logo a série harmônica alternada é convergente, 


(b) Para testar a convergência absoluta, aplicamos a Definição 
(11.32) e consideramos 


ile yi 


Deg? 


Esta é a série harmônica, que já sabemos ser divergente (ver 
Exemplo3 da Seção:11:2). Logo; pela Definição (11.32), a série 
harmônica alternada não é absolutamente convergente: 


Séries convergentes mas não absolutamente: convergentes, z 
como a série liarmónica-alternada: do: GE 4, recebem um. Bs 


nome especial, indicado na próxima definicáo. — 


O teorema seguinte mostra que a convergéncia. absoluta 
implica convergéncia:::- 


DEMONSTRAÇÃO 


Fazendo b,= a, + la Je aplicando a propriedade— |a | « a, « la, b 
obtemos 


Osathds2jal ou Osbs2lal 


Se 3 a, é absolutamente convergente, então 3 Ia 6 conver- 


gente e, então, pelo Teorema Q120y), 3 2 |a fé convergen- 


te. Aplicando o teste básico de comparação (11.26), vê-se que 


eege 


ei 


tee 


Cap. 11 Séries infinitas 59 


E absolutos: S 


“EXEMPLO 6 


b, é convergente. Por (11.20)(ii), 3 (b, — la) € conver- 
gente. Como b, — |a, = a, está completa a demonstração. 


EXEMPLO 5 $ 


Seja S qa série.. i i R 


i Lo 4243 4.1 dod 
3*9 3S x IF ATAT 


onde os sinais dos termos variam de dois em dois, e onde |a,] = 
1/2". Determine se X a, converge ou diverge. 


SOLUÇÃO 


A série não é alternada, nem geométrica, nem tampouco uma 
série de termos positivos, de modo que não se pode aplicar dÉ 
nenhum dos testos.estudados: Consideremos:a série-de valores: 


1,1 1 
E dddedeedie 
Trata-se de. uma sério: geométrica conur= 5 convergente por 
que È < 1, de acordo com o Teorema (11.15)()). Assim, a série 


dada é absolutamente convergente e, pelo Teorema (11.34), é 
convergente. 


Detérmine se a série abaixo 6 convergente ou divergentes” 


sen 2 sn3 sen n 
E UM 


sen t+ + Ho... Ge 
2 3 1 


SOLUÇÃO 


A série contém termos positivos e termos negativos, mas não é 
uma série alternada, porque, por exemplo, os três primeiros 
termos são positivos e os três seguintes, negativos. À série de 
valores absolutos é . 


sena sen d 
m 
: Kä n 
Como Te "ër 
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a série de valores absolutos X Neen m] é dominada pela EXEMPLO 6 


sóric-p convergente 5 (1/13), sendo assim convergente. A ; Determine se a série abaixo é absolutamente convergente, con- 
série dada é, pois, absolutamente convergente e, então, conver- : dicionalmente convergente, ou divergente: 
i gente pelo Teorema (11.34). : 


Do que precede, vemos que uana série arbitrária pode ser 


clasificada em exatamente um dos seguintes tipos: + soLUÇÃO 
à () absolutamente convergente : A Aplicando d teste da razão (11.35), btts 
M. (i condicionalmente convergente & ; "A M xs u+ Y PC 
! y divergente ; ` a |a] a Exa 
B aturalmente, para séries de termos positivos, basta determinar : SE i (adas $ EN Eé? 
: a convergência ou divergência. id m 4 73 


Pode-se utilizar a forma seguinte do teste da razão para 


Logo, por (11.35)(1), a série é absolutamente Eo 
investigar a convergência absoluta, 


Teste da razão para ` MED A série de ten S i nulos, e suponhámos ` Pode-se mostrar que, se uma série 5 a, 6 absolutamente 
convergência absoluta (11.35) |. 3 E Wh rU convergente e se os termos são reagrupados de maneira arbitrá- 


ria, a série resultante converge e tem a mésma soma que a sério 
original. Já não se pode dizer o mesmo para una série condicio» 


nalmente convergente. Se x a, $ condicionalmente conver- 


TC, por exemplo, R.C. Buck, Advanced 
e , RA 3 " E 
então, med reu 
ege. Bed. (New York, Meta gente, então, mediante um reagrupamento adequado dostermos, 
podemos obter uma série divergente ou uma série convergente 
- 1978) pp. 238-239. Š 
que tenha qualquer soma prefixada S*, 


bastante habilidade para doendo y Se feste patá diga 
série dada. Essa habilidade só se adquire fazendó-sé muitos 
exercícios que envolvam diferentes tipos de séries. O resumo a 
seguir pode auxiliar na escolha do teste; mas há séries às quais 


A demonstração é análoga à de (11.28). Note que, para as ---não se pode aplicar nenhum desses testes, Em tais casos, pode 
` Séries de termos positivos, os dois testes da razão são idênticos. p om utilizar resultados obtidos em cursos avançados 
le matemática. 


Podemos também formular um teste da raiz para a conver- 
géncia absótuta. O enunciado é o mesmo que o de (1129), 
exceto quanto ao fato de sübstituirmos Va, por Via. 


AA 


GE 


EE 
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Resumo dos testes de convergência e divergência de séries 


| 
d 
1 
| 
| 


TESTE SÉRIE CONVERGÊNCIA OU COMENTÁRIOS 
“DIVERGÊNCIA 
n"? termo 5 d Diverge se lim ge 0 Tnconclusivo se lim a,» 0 
d nes no 
+ 
Série geométrica: |. f (i) Converge com. Útil para testes de compara- 
arm a ção seo termo a, é análogo a 
A S=qIpselr]<i arte, a 
(H) Divergese|r]=1 
Série-p 24 G) Convergesep>1 Útil para testes de compara- 
p (ii) Divergese ps ção seo termo a, é análogo à 
rn in. 

Integral ; S E 7 ; A.fungñofobtidado a, =f (0) 
3 a, G) Converge sef ki C3 de | deve- ser contínua, positiva,. 
as converge decrescente. e facilmente 
a, = Pi = integrável, 

(ii) Diverge se f fold É 
1 
diverge 
Comparação Xe» IQ Se X b, converge e A série de comparação. 
EE a, £b, para todo 1, * b, é em geral uma série 
então 3 a, converge. geométrica ou uma série-p. 
E Para achar b, em (iii), 
' y considere apenas os termos 
() Se) b, divergee de a, que têm maior efeito 
a, 2 b, para todo n, sobre a magnitude. 
então X a, diverge. 
(ii) Selim (a/b)- c» 0, 
wan m 
ambas as séries con- 
vergem ou ambas di- 
vergem, - 
Razáo X D SCH Zi fen o) a Ínconclusivo seL = 1 
série ` Du se a, envolve fatoriaisou 
(i) converge (absolutamen-, potências de grau n. 
te)seL «1 
(i) diverge se L> 1 (ou o) Sea, >0 para todo n pode-se 
desprezar o sinal de valor 
absoluto. 
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Continuação 


CONVERGÊNCIA OU 
DIVERGÊNCIA 


TESTE. SÉRIE 


lis 


COMENTÁRIOS ` 


Se lim: Wal eL (ouo) a 
a 


Raiz... 

Sa 
série 
(i converge (absolutamen- 


te)seL <1 
Gi) divergeseL > 1 (ou e) 


InconclusivoseL=1. : 


Útilsea, envolvepoténcias de. | 


grau mn. « 


Se a, > 0 para todo n, pode-se 
desprezar o sinal de valor 
absoluto. H 


Converge se d, = d, , p Para 
todo ke lim a, «0 
Deg 


Séries alternadas 


Aplicável somente a séries 
alternadas. 


Y 


E H Jk converge; então 


Útil para séries que conte- 
"ham termos positivos e 


eT X a converge ^^ ^ ternis negativos. 
EXERCÍCIOS 11.5 
Exeres, 1-4: Determine se a série (a) verifica as e bk 
condições (I) e (ii) para o teste das séries alternades 8 X Ey Ha 


(11.30), e (b) converge ou diverge. net 
S e ed S ay Zi psan 
1XCUU TL E pots m: 


nl nm 


Gi 


D - ROS 
3 X Eva e) 4c Kg Cay VR 


eto dei mai 


' Exexes. 5-32: Determine se a série é absolutamente 


convergente, condicionalmente convergente ou di- "D Cay g i T 2 Y epe 
vergente, at | 2, | 
n IIS 

: er > | "är pi B t Ze 

7 ze ird. 5 vi sb. 2 T - n 


ser 
na? 


10 Y Ey ha 


B 


D 
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18 i ci Lt 12 


nel "aun 
y uj nic = a E 
alc 1y n sen i 
eu Ze segu : 
SE yz i : 

2 y = is 
ute ac iy 1 i z 


S d s cos mt 
BS y 2 5 ap CEE 
A d A j 


sen 
at? 
EG Cay — 
d 
2, In — o +5 


$»yc»y E 


qui 


11.6 SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Exercs, 33-38: Obtenha uma aproximação com três 
casas decimais da soma de cada série. 


= : RE 
NA ys 
d cci Lawn 
dit ys SE ps 
d anti eum E (dy 
2 zcv $» 5 PA KÉ E 
fe E 


Exercs, 39-42: Use $ Teorema (11.32) para acharum . 
inteiro positivo n tal que S, seja uma aproximacio da 


soma da série com quatro casas decimais. 


aco 1 sop 
3ye g «4C» je 
ËCH) y ami 
al as cy 
a y DN 2e ) IER 


Exeres, 43-44: Mostre que a série alternada converge 
para todo inteiro positivo k. 


Sopla e 
4 Y Ci T M CY 


nu not 


. 45 Se A ae X b, são ambas convergentes, 


X a,b, $ também convergente? Explique. 


46 Se X a c X b, são ambas divergentes, 
Y a,b, $ também divergente? 


mararmea naana aa 


Conforme dissemos no capítulo de introdução, a principal razão 
para o desenvolvimento da teoria das seções anteriores é a 
representação de fungúes como séries de poténcias — ista 6, 
séries cujos termos contêm potências de uma vartávelx. A título 
de ilustração, utilizando a fórmula S = a/(1 —r) para a soma de 
uma série geométrica (ver Teorema (11.15), obtemos 


E ENT 


H 
i-x 


sg? 


ems 
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Detinição (11.36) |-Seja x uma 


desde que [+] < 1. Fazendo f(x) = 1/(1 —x) com lx] <1, então 
FO= Ltr e E e 
Dizemos que f (x) é representada por esta sério de potências. 


Para achar um valor particular f (c), fazem 
série, Por exemplo, 


1 i.(iY iY 
3) -1+3+(2) e 
Mais adiante aplicaremos outras técnicas para representar por 
séries tipos diferentes de funções. 


A definição a seguir pode ser considerada como unta 
generalização da noção de polinômio à uma série infinita, 


ável: Uma série de potências de x é uma. 


série da fo: 


ini número real. - 


Substituindo-se x por um número e na série de potências 


a^, obtemos 
tat 


D 

" 2 
X GC s dy e a C e d + 
amo 


Pode-se então testar esta série de termos constantes quantoja 
convergência ou divergência. Para simplificar o n"? (caño, 
admitimos que x = 1, mesmo que x = 0, O principal objetivo 
desta seção é determinar todos os valores de x para os quais a 
série é convergente, Toda série de potências em x converge se 
x=0, pois 


agt a, (0) + a OF + ra (0) + za 


Para achar outros valores de x que produzem séries convergen- 
tes, costumamos empregar o teste da razão para convergência 
absoluta (11.35), conforme exemplos a seguir. 


Seege 


| 
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EXEMPLO 1 


Ache todos os valores de x para os quais a série abaixo é 
absolutamente convergente: 


1 irris d ET CENA 
SOLUÇÃO 
Fazendo 
D mi 
Us EI x uw 
entáo 
E Hart e (a+ itti se 
de EN | m t nx" 
É tu 3x : ni 
po 5n sii ( 5n Ju E skl 


Pelo teste da razão (11.35), com — $ ls], a série será absolu- 
. tamente conyergentese as seguintes desigualdades equivalentes 
forem verdadeiras: 
iblei dee -5<x<5 


A série diverge se ibb 1,istoé, sex » 5oux «5. 


Se ibl = 1, 0 teste da razão nada permite concluir; os. 


números 5 e — 3 exigem tratamento especial. Substituindo x por 
5 na série de poténcias, obtemos 


itit2434. E 


- que é divergente, pelo teste do # ° termo (11.17), porque, 
lim a, » 0 . Fazendo x =—5, obtemos 


nm 


E A TER CC 


que também é divergente, pelo teste do » 7º termo. Consegiien-, 
temente, a série de poténcias é absolutamente convergente para 

, todo x no intervalo aberto (— 5, 5) e é divergente para qualquer 
outro valor de x. 


Á—— 


EXEMPLO 2 


Ache todos os valores de x para os quais a série de potências 
abaixo é absolutamente convergente: 


RE La 
DEE yt 


SOLUÇÃO 


Utilizaremos a mesma técnica do Exemplo 1; Fazendo « 


então” 


ml mt 


(n+ Dx 


Ki 
tim |- = lim 
PE L^ nee 


= lim 
EE 


i d = 
HN 9 


O limite O é inferior a 1 para todo valor de x, logo, pelo teste da 
razáo (11.35), a série de poténcias 6 absolutamente convergente 
para todo número real x. 


EXEMPLO 3 


. Ache todos os valores de x para os quais 3 nix"é convergente, 


SOLUÇÃO 


Seja 1, = nlx”. Se x + D então 


"EL a] ae DEA 
lim || = lim m 
gw pU bai wa 


D tim ln + ibj = lim (+ pbj = 0 


e, pelo. teste da razão (11.35), a série diverge. Logo, a série de 
potências dada é convergente somente se x = O, 


OTeorema (11.38) mostrará que as soluções dos exemplos ` 
precedentes são típicas no sentido de que, se uma série de 
potências é convergente para valores não-zero de x, então ou ela 
é absolutamente convergente para todo número real, ou é abso- 
lutamente convergente em algum intervalo aberto (— +, r) e 


TA 
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Teorema (11.37) 


divergente fora do intervalo fechado f~r, +]. A prova de tal fato 
depende do próximo teorema. 


Ü ( Se uma série de póténcias $ DEA convergente para 
~ gin núnicro c diferénte de zero, eutão é absolutamente 
convergente sempre que bd «ll^. 7577 


DEMONSTRAÇÃO 


Se as converge e c = 0, então, pelo Teorema (116), 
lim ais, Pela Definição (11.3) com €= 1, sabe-se que existe 


nem 


um inteiro positivo N tal que 
ja "|< 1 sempre que n = M 
Conseqüentemente 


a 


D 
X 
PEE 
c 


; EE 
E] a pel É 


desde quen aN. Schl-K entiope/e] < 1, e * kd é uma 
série geométrica convergente. Logo, pelo teste básico de com- 
paração (11.26), a série obtida com a omissão dos N primeiros 


termos de $ lao é convergente. Decorre que a série 


X kal também é convergente, o que prova O. 


Para provar (ii), suponhamos que a série seja divergente 
sex de 0. Seaséricéó convergente para algum número c, com 
Jei} > [if então, por (i), ela converge sempre que li «tel. Em 
particular, a série é convergente para x = d, contrariamente à 
nossa suposição. Logo, a série diverge sempre que bd» ld]. 


Estamos agora em condições de provar o seguinte: 


Absolutamente 
convergente 


Divergente 


> 0 


Divergente 
iR ` números reais para os quais a série é absolutamente convergente, 
Pelo Teorema (11.37), a série diverge se [x] > kd], o, então, todo 


H 


Figura 11.12 x dax” com raio de 
convergência z. 


Figura 11.13. Intervalos de convergência. 


A” é únia série de potências, então ou 


G) . a série converge somente se x = 0,0u 


“existe um húmero r > O tal que a série é absolutament 
ergente se x está no Intervalo'abertà (= Ep 
> ¿diveligenté se x <- roux > r. ` el 


DEMONSTRAÇÃO 


Se nen: (1) nem (ii) são verdadeiras, então existem números c c 
d diferentes de zero, tais que a série é convergente se x = ce 
divergente se x = el, Denotemos por S o conjunto de todos os 


número em S é menor do que Je. Pela propriedade de comple- 
tude (11.10), $ tem um extremo superior r. Segue-se que a série 
é absolutamente convergente se Wl < r c diverge se [i] > r. 


O caso (iii) do Teorema (11.38) acha-se ilustrado graficamente - 
na Figura 11.12, O número r é chamado raio de convergéücia 
da série. Em — r e/ou r pode ocorrer convergência ou divergên- 
cia, dependendo da natureza da sério. 


A totalidade dos números para os quais uma série de 
potências é convergente chama-se intervalo de convergência. 
Se o raio de convergência + é positivo, então o intervalo de 
convergência é um dos seguintes (ver Figura 11,13 


C5n endis End. 


Para determinar qual destes intervalos é-válido, deveno: 
testes separados para os números x sei DE E 


Em (i) ou (ii) do Teorema (11.38), o raio de convergência 
se denota por G ou so, respectivamente. No Exemplo 1 desta 
seção, o intervalo de convergência é E 5, 5) e o raio de 
convergência é 5. No Exemplo 2, o intervalo de convergência é 
(a, e) e dizemos que "= co, No Exemplo 3, r = 0. O próximo 
exemplo ilustra o caso de um intervalo de convergência semi- 
aberto. 


EXEMPLO 4 


Ache o intervalo de convergência da série de potências 


D 


ls 
PEE 


GO 


Paren 


FEDERE 


INN 


ETA, 


O n eed 
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Definição (11.39) 


a SEENI i 
d 0 14 


Figura 11.14 Intervalos de convergência — 


SOLUÇÃO 


Note que, neste exemplo, o coeficiente de Y € 0, e o somatório 


começa com n = 1, Façamos n, = dt e consideremos 


»- 


is | tes | pw | E E Moy 
nos | tiy nazi xt n9 | VE 


= lim E NM: DN = d 


nm 


Segue-se do teste da razão (11.35) que a série de potências é 
absolutamente convergente se [x] < 1 — isto é, se x está no 
intervalo aberto (— 1, 1). A série diverge sex» 1 oux <~ 1. Os 
números 1 e 1 devem ser estudados separadamente, mediante 
substituição-na série: j 


Fazendo x= 1, obtemos 


o E 1 


Mete sar E 
230 IA dm 


que é uma série-p divergente comp = É Parax=—1, obtemos 


Ley ER co 
2p get gte Ju e 


nel 

que converge pelo teste das séries alternadas. Logo, a sério de 
potências dada converge se — 1 sx < 1. A Figura 11.14 é um 
„esboço do intervalo de convergência [- 1, 1): .. 


-Consideraremos também os seguintes tipos mais gerais de 
séries de potências. 


A 


H 
E 
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Absolutamente, 
. convergente ` 
Divergente Divergente 


er 0 etr * 


Figura 11.15. 3 oe. c)" com raio 
de convergência r. 


Para simplificar o n "° termo em (11.39), admitimos que 
(1-0)? = 1 mesmo quando x =c. Tal como na demonstração do 
Teorema (11.38), mas com x substituído por x — c, ou 


(i) A série converge somente sex — c = Q —isto É, sex = c, ou 
(Hl) a série é absolutamente convergente para todo x, ou 


(Hi) existe um número r-> O tal que a séric é absolutamente... - 
convergente: sp z está no intervalo. aberto (com rj c + ne 
divergente sex e c-rou x»cr. 


. A Figura 11.15 ilustra o caso (ili). Os pontos extremos do 
intervalo, c — r e c + F, devem ser investigados separadamente, 
Como anteriormente, a totalidade dos números para os quais a 
séric é convergente chama-se intervalo de convergéncia; r é o 
raio de convergência. 

EXEMPLO 5 > 
Ache o intervalo: de convergência: da série 
. ; : 


1-16-5 De - ata rs ta 
SOLUÇÃO 
Fazendo ut, = (- y EY É de 
` nad 
HH 
então bi 
. ` es 
LM Gral. n lul 
E a É d 4 e 
zl EI | asp oma2. ay | Er 
o lazi E 
> lim ntl SE 
E ardido 
"um * jr -à 


70k — 31 = le 3] 
Pelo teste da razão, a série € absolutamente convergente se 
k-3|«1-isto6, se-1<x-3<1,082<x<4, 


Assim, a série é absolutamente convergente para todo x no 
intervalo aberto (2, 4). A série diverge se x < 2 ou x > 4. Os 
números 2 e 4 devem ser investigados separadamente. 


Fazendo x «4 na série, obtemos 


+ 


DER 


4.1 
i-3*57- tes 
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———(or S 
0 1233455 


Figura 11.16 intervalo de convergên- 
cia de 


ad o 
X ED Aer 


EXERCÍCIOS 11.6 


que converge de acordo com o teste para séries alternadas, Para 
X2, temos 


que é a séric harmónica, divergente, Logo, O intervalo de con- 
vergência é (2, 4), ilustrado na Figura 11.16. 


"Exercs, 1-30: Ache o intervalo de convergência da 


série de potências. 
= a dä 
La mE 2 
A Wb A vr? 20 y x Sy a b ZS WEEN 
Mi gef" 
e S (23 aei 
3 PE 4 x 
AT ER 2 Y, EEN 
du 
et Lu a 
5 PA y We 6 p dx D BA Y Cy n -37 
: EI 
7 y FEL 8 5 A La d inn t 
EE QI 24 5, ca^ +2 2 Ska = er 
Hel nal £ 
S a cimi 5c 
9 Tx 10 y mm 
£n p Eft 26 PE — 
GE 
Lu D 
1 PE LEE S * " ay 
i aye vm Ze -17 
PRU 
"E i6 -2y EK SL qa D 1 
A. ala + 1) e ion" 28 5 TE (Gx + Am 
dh 
3a)! ` ad Mott a 
"m at 18 y x a 
b Qu H Ey 9 y em ze -4 
nal ` 
» 5 Er vs as 
EN Ys es Qt 03 EM Step 


net 


sy Y Ze oy je 
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Exeres, 31-34: Ache o raio de convergência da série 
de potências. 


Me y 


ani 


Exeres, 35-36: Ache o raio de convergência da série 
de potências para inteiros positivos c e d. 


35 Y ALE ja ny fent 


e anon + dy nd 


37 As funções de Bessel têm aplicação na análise de 
problemas que envolvem oscitagóes, Se o é um 
inteiro positivo, a função de Bossel J (v) de pri- 
meira espécie de ordem « € definida pela série de 
potências 


4-5 (E) ` 


ir ! 
a a en + a) 


Mostre que esta série é convergente para todo número 
real, 


38 Ref. Exercício 37. O polinômia de sexto grau 


é às vezes utilizado para aproximar a funcio de 
Bessel JD de primei 
para O s x « 1, Mostre 
aproximação é inferior a 0,0000; 


Exercs, 39-40: Ref, Exercício; 37. Para 


JL no intervalo indicado, 

39 a=0;(0, 2] 40 a = 1; (0, 4] 

41 Se im jo, , ad = ke k= 0, prove que o raio de 
am 


convergéncia de X ax" € Mk. 


42 Selim “el = k ek «0, prove que o raio de 


m— 


convergéncia de Y ax" EAk. 
4à Se 3 ag" tem raio de convergência r, prove que 
X ax tem raio de convergéncia vr. 


44 Se x 4,6 absolutamente convergente, prove que 
3 «tx também o é para todos no intervalo El 14 


45 Se o intervalo de convergência de 5 aa” é 


(+, r], prove que a séricé condicionalimente coa- 
vergente em r. 


46 Se 3 ax" ê absolutarüénte: conver 


extremo de seu intervalo de, convergélicia, prove 
que também o é na outtá extremo, 


n REPRESENTACÁO DE FUNÇÕES PORS SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Uma série de potências 3 ax" define uma função fcujo domínio 
£o intervalo de convergência da série, Especificamente, para cada 
x nesse intervalo, fazemos f(x) igual à soma da série, isto é, 


(0) =a tag tag dao 


Se uma função fé assim definida, dizemos que 5 ax" é uma 


representação de f (x) por uma série de potências, ou que fé 
representada pela série de potências, 
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Cálculos numéricos utilizando séries de potências dão a 
base para a construção de calculadoras e de tábuas matemáticas. 
Além disto, a representação de função por séries de potências 
tem consegiências de amplo alcance na matemática avançada e 


aplicações: A demonstração do Teorema (11,41) mostrará gue ` 


e" pode ser representada como segue: 


at 
nt 


Isto nos permite considerar e* como uma série em lugar de como 
o inverso da função logaritmo natural. Como veremos, cálculos 
algébricos, diferenciação e integração podem ser realizados 
utilizando a série de e", em vez dos métodos anteriores. O 
mesmo se diga das funções trigonométricas, trigonométricas 
inversas, logarítmicas e hiperbólicas. No próximo exemplo 
veremos a representação por série de potências de uma função 
alpébrica simples. 


EXEMPLO 1 


Ache uma função f representada pela série de potências 
Lata RNA ta 


SOLUÇÃO 


Se |x] < 1, então, pelo Teorema (11.15)(1), a série geométrica 
dada converge e tem por soma 


E AS A E 
lor d-Cx) dex 
Logo, podemos escrever- 
dlc Cod na E vin 
lxx sre eg Cie 


É uma representação de f (x) = 1/(1 + x) no intervalo (- 1, 1). 


la 


de x, entáo 


D 
= Far 
ex) 
para lodo x no intervalo de convergência da série. Como um 
polinômio em x é uma soma finita de termos da forma ap”, não 
é de surpreender que f tenha propriedades análogas às das 
funções polinomiais. Em particular, no próximo teorema (enun- 
ciado sem demonstração), veremos que f tem uma derivada f^ 


Se uma função fé representada por uma série de potências .. 


ANN eco 
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Teorema (11.40) 


-- para todo x no intervalo de oi 


cuja representação por série de potências se obtém diferencian- 
do cada termo da série de f. Da mesma forma, obtêm-se integrais 


definidas de f (x) integrando termo a termo a série X ax". No 


enunciado do teorema, note que, para o /t "9 termo a^ da série, 
temos : I 


D, (och = na^! e 


x 
D pst gut 
a" dts ja, mo, 

f "elo "nad 


Suponhamos qué uma série. de potência 


t ténhà raio 
de corivergéacia r > 0, e seja f defi d 


LESE 


A série obtida por diferenciação em (i) ou integração em 

(ii) do Teorema (11,40) tem o mesmo raio de convergência de 

a”. Entretanto, a convergéncia nos extremos x e re xs y 

do intervalo pode se modificar. Esses números exigem investi- 
gação especial, 

Como corolário do Teorema (11.40)(1), wna fungáo repre» 

sentada por uma série de potências em um intervalo (~r, r) é 

continua em todo (— r, r) (ver Teorema 3,11), Resultados aná- 


logos valem para funções representadas por séries de potências — 


da forma 3 ax = ef. 
EXEMPLO 2 


Use a representação em série de potências de 1/(1 + x) para 
obter uma representação por série de 
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1 
Ury” ket 
SOLUÇÃO 
Do Exemplo 1, . 
1 


DEET EE RI EA ER 
lex 


Diferenciando cada termo da série, então, pelo Teorema 
(11400, ] 


E 
7 xy 


Conforme Teorema (11.20) (11), podemos multiplicar ambos os 
membros por —- 1, obtendo . 


aee IE ée LC Une oi ] 


GE lr A A Ear 


EXEMPLO 3 


Ache uma representação em série de potências para ln (1 +) 
sej<1 f 


SOLUÇÃO 
Se h| < 1, então 


A 
nd pu 


sf [otr e CIT ud dt 
a 


onde a última igualdade decorre do Exemplo 1, Pelo Teorema 
(11.40)Gi), podemos integrar cada termo da sério como segue: 


bvd def tda fedt tey frate 


eta” fer pen e 
= [ORE E Pa [b 


Logo, 


ln (14) e 


sch «t. 
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- EXEMPLO 4 


Use os resultados do Exemplo 3 para calcular tn (1,1) com cinco 
casas decimais. * 


SOLUÇÃO ` 


No Exemplo 3 obtivemos uma representação por s 
(1 ta), se hef < 1. Substituindo x por 0,1 Raqueta sé; 
série alternada RES a 


in (1,1) = 0,1 — pa + s E eor * E. ha 


= (0,1. — 0,005 + 0,000333 — 0,000025 + 0,000002-—... 


Somando os cinco primeiros termos à direita e arredondando 
para cinco casas decimais obtemos 
la (1,0 « 0,09531 


Pelo Teorema (11,31), o erro Æ é no máximo igual ao valor 
absoluto 0,000002 do quinto termo da série; portanto, o número 
0,09531 tem precisão de cinco casas decimais. ` 


EXEMPLO $ 


* Ache uma representação por série de potências para arctg x. 


SOLUCÁO 


Notemos primeiro que 


i 


ire di 


arctg x = f, 


Em seguida, se ff < 1, então, pelo Teofema ( 


Vcom 
üslors-t?, 


zd aldo HEEN 


itt 
Pelo Teorenia (11.40) (1), podemos integrar cada termo da série 
dela E obtendo, 
amtg x 9x y mo t (1) ayit: 


desde que [x] < 1, Pode-se mostrar que esta representação por 
série é válida também sell 1. ^ 
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No próximo teorema obtemos uma representação em série 
de potências para e“, 


` Teorema (11.41) | Séxéum námeroreal +... 


efe LEE 


DEMONSTRAÇÃO 


Já tratamos da série acima no Exemplo 2 da seção precedente, 
, onde verificamos queela é absolutamente convergente para todo 
nitmero real x. Denotando por fa função representada pela série, 


Aplicando o Teorema (11.40)(1), obtemos 


E] 
gti 


sf meto 
Zi: 2 nt WË — 1) 


net 


2 oi 
Es X x 
mitxtWwtupte tg tes 


isto é 
f(x) =f (x) para todo x. 
Se, no Teorema (7.33), fizermos y= f(D, t= x € 0= 1, obteremos 


Rus 


Mas 
e e 
FO) 140 gre tute 
e então fose 


que é o que queríamos provar. mcm 


Note que o Teorema (11.41) nos permite expressar o 
número e como a soma de uma série convergente de termos 
positivos, ` 

; : 1,1 H 
esléilzzctkär to bn 
5 2 * 3i Dy 
` Por meio de substituições algébricas, podemos usar a 
representação em série de potências de uma função, para obter 
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` EXEMPLO 6 


um ae me gp 
om e telo n0 yate 2) ut 


representação análoga para outras funções relacionadas. Assim, 
pelo Teorema (11.41), se x é um número real, 


“2 " 
Yom jd gend Dn inan D 
e istata + 
Para obter a representação de e7* em série de potências, basta. $5 
substituir x por x: a 
xYs (Cay A" Ié 
rr eR E LES, Sud 
2t 3 ni Fan 
x » x" E 
SERI xo E "DENTES 
.ou e 1 x* 3 qt et Dt 
Pelo Teorema D 1200), podemos somar os termos correspon- e 
dentes das séries de e* e e”*, obtendo E 
ye x x" 
Xa ee Es pen REST i 
e" ee 2+2 qt? qto t+? TN y 
(Note que as potências ímpares de x se cancelam.) Estamos g3 


agora em condições de achar uma série de potências para 
cosh x = ¿(e* + e" ) multiplicando por É cada termo da últi- 
ma série (ver Teúrema (11.20) (ii). Assim, 


` 2 A 2n 
xx E: 
cos x 9 d zoo Bot 
2 A Qu) 
E ER 
Poderíamos achar uma representação em série de potên- E 
clas para senh x utilizando 1 (es e-*) ou diferenciando cada fi 


termo da série de coslt x. Fica como exercício mostrar que 
gue 


Ema Da EE 
31 5 T Qn 1y 


Ache uma representação de se» em série de potências. 
SOLUÇÃO é 


Primeiro substitufmos x por — 2x no Teorema (11.41): 


7 Pe DR Ae 
eta CRE, CRE. 


n 


Multiplicando ambos os membros por x, obtemos 


3 4 +i 
ra A ETC x 


ai 


He. 
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- que pode escrever-se como 


o 


seta Y cy 
É Aa n 
EXEMPLO 7 
AL 2 
Obtenha uma aproximacáo def. e? dx. 


SOLUÇÃO a 
Não podemos aplicar o teorema fundamental ao cálculo da 


2 
integral, porque não conhecemos uma antiderivada de ent. 
Embora pudéssemos utilizar a regra do trapézio, ou à regra de 
Simpson, o método seguinte é mais simples e, além disso, 
proporcioná maior grau de precisio, com uma soma de apenas 
dois termos. Fazendo x = ~ f no Teorema (11.41), obtemos 


d at ai. eve 
TN t 
para todo £ Aplicando o Teorema (11.40)(i), obtemos 
ni 1 AL 3 
i a e" dt 
J, er dx i 
u fe a S E ua a 
spite 
y ( d 
ou. DÄ + A =.. 
, 3 E 
"Tomando as dois primeiros termos para aproximar a soma desta 
série alternada convergente, então, pelo Teorema (11.31), o erro 
é inferior ao terceiro termo (0,110 = 0,000001. Logo 


p e] de m 01 so = 0,09967 
“o 


com precisão de cinco casas decimais. 


O método aplicado no Exemplo 7 é preciso porque os 


números do intervalo [0, 0,1] estão próximos de O. A precisão . 


já seria menor (com o mesmo número de termos na série) se, 
por exemplo, os limites de integração fossem 3 e 3,1. 


s 
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Até aqui os métodos utilizados para obter representações 
de funções por séries de potências têm sido indiretos, no sentido 
de que partimos de séries conhecidas e então diferenciamos ou 
integramos. Na próxima seção estudaremos um método direto 
para achar a representação por séries de potências de uma grande 
variedade de funções. a E 


EXERCÍCIOS 11.7 


Exercs, 1-4: (a) Desenvolva f (x) em série de potên- 


. cias. (b) Use o Teorema (11.40) para representar. 


E 
Fu) «f. Pi dt exa série de potências. 


NC 


Y 


wi 


IEEE 


Di 


KLEER 


E 


p 


EE 


Exercs. S-£0: Ache uma série de potências de x que 
tenha a soma dada, e determine o raio de convergên- 
cia. (Sugestão; Use (11.15), (11.40) ou divisão, con- 
forme necessário.) 


(b) Use a série de (a) para aproximar In (1,2) com 
trés casas decimais e compare o resultado com 
o valor obtido por uma calculadora, 


12 Use os três primeiras termos da série da Exercício 
11(a) para aproximar in (0,9), e compare o resul- 
tado com o valor obtido numa calculadora. 


13 Use o Exemplo 5 para provar que . 


y : 
x d É H o 
Ed yt zs 
6 v3 E Tas cn: 
14 (a) Aproxime 11/4 usando us cinco primeiros 
termos da sécic do Exemplo 5. * 
(b) Estime o erto na aproximação obtida em (a). 


Exeres. 15-26: Represente f (x) por uma série de 
potências, usando os resultados desta seção. 


15 f(x) e xe? 
17 Pais xe 
ECHTER 
20 f()=x 10 (1), «1 


16 f(x) xtd 


18 f()use 


E » arg VE, hfe t 


22 f() sah atg (e), b < 1 
23 f) = seah (= 59) 
Bfe x cosh (ch 


24 f(x) = senh (5 
26 ft)z 


Exeros, 27-32: Aproxime a integral, com quatro casas: 
decimais, por uma série infinita. - S 


DX 
——. 
mj "y d 


02 
* arctg X ,. 
29 fs xod 


1 E 
al e de nf ed dy 


33 Use a série de potências de (1 x^)! para obter 
uma representação em séria de 2x(1 dy? 


34 Use o método do Exemplo 3 para obter uma repre- 
sentagão em série de In (3 +24). 


38 Ref. Exercício 37 da Seção 11.6, Use o Teorema 
(11,40) para provar o seguinte: 
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(a) Se J¿(x) e J (2) são funções de Bessel de pri- i E E "x & i 4 
: 1 Á (a) Mostre que psi 1 termo a termo a série de f '(x). Obtêm-se de maneira análoga i 
meira espécie de ordens O e 1, então 2, Po É séries para f (x), f (x) ete. Assim, ý 
DI (b) A visão ocorre usualmente quando dois ou .d . fo 
Ses E a SÉ mais fótons são absorvidos pelo fotoreceptor, e any? 3 e "n a 
e cus " es a SE de pri... : Mostre que a probabilidade desta ocorrência &:.: : E 4 f'G)ea $2a x 3a Aa xt s > Wei x H 
` 1-8 1. A Sid e 
A a d. SE à DW 
D XM) de e a) + C Exercs. 37-38: Represente f (x) por. uma. série de- : 


DI fa H ` EI p" 
36 A luz é absorvida em hastes e cones na retina do potências, (Denotando o integrando por (8) suponha. ` AA Pu UNE 
olho. O número de fótons absorvidos por um fo- que (0) = lim, 298 (0) a e á 
toreceptor durante um fampejo é regido pela dis- D " fs e x Si 
tribuição de Poisson, Mais precisamente, a Mit) Í à na- dt E i i Arata oM VM Usum 
probabilidade p, de um fotoreceptor absorver exata- E x^ É 


mente n fótons é dada por p, = Aja! para As 0, 3876) = É él e e, para todo inteiro positivo k, " 
A : ; ! $ = > ala — Ain 2)... (ue E Daio fü 
Ti.8 SERIES DE MACLAURIN E DETAYEOR:- ' : : . : 1 NW i RUE E 


. Cada série obtida por diferenciação:tem o-mesmo-taio-de cor- 


Na'segáo precedente estudamos:séries de potências para várias o, ^ 


` funções especiais, inclusive as. em que f(x) tema forma» : 
iem In: D'A x); arctg:x; e, oucoshix- 


desde que xseja convenientemente restrito. Abordaremos agora 
as duas questões gerais seguintes: 


Questão 1: Se vma função f admite uma representação em série 
de potências 


fe Y aj on fa) = Y at es 
não DEC 
qual é a forma dea,? ` 


Questão 2: Que condições são suficientes para que uma função 
{admita uma representação em série de potências? 
Comecemos com a questão 1. Suponhamos que 
o 


fe) = Y ag may got ag ao e agh us 


2-0 


e que o raio de convergência da série seja r > O. Pelo Teorema 
(11.40)6), pode-se obter uma representação de f '(x) em série 
de potências diferenciando termo a termo a série de f(x). 
Podemos, então, obter uma série para f(x) diferenciando 


-vergência que a série dej £33 Substituindo x (po Dem cada uma 
dessas séries; atemos; 


ZO fO aO Sg: Gas, 
e, para todo inteiro positivo k, 


FOO = Kk- 12-2) ... Die 


Fazendo k = n, 


FO =n a, 


Resolvendo as equações anteriores em relação gon, gu Ap: 03 


v. VEMOS que 


a 7/0) a =PO a 4 EN, a, ECH. 


e, em geral, 
fo) 
Kg 


Provamos que a série de potências para f(x) tem a forma 
indicada no próximo teorema, Chama-se série de Maclaurin 


paraf (x), em referência ao matemático escocês Colin Maclaurin . 


(1698-1746). 
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Sério de Mactaurin para f (x) 
(11.42) 


Sé uma funcio f admite ima representação em série de 
potências) cl ES y 


a aja 


dch: 


Empregando o tipo de demonstração usado para (11.42), 
temos o próximo teorema. Seca 0, designamos a série como 


série de Taylor de f(x) em.c, homenageando o matemático inglês 


Série de Taylor para f (o) | sê 


(11.43) 


Brook Taylor (1685-1731). 


Note que, para o caso especial c = 0), a série de Taylor se 
reduz à série de Maclaurin. Utilizando a convenção 
f (c) = f (e), então as séries de Mactaurin e de Taylor para f 
podem escrever-se em notação de somatório como segue: 


e EMO a y EO 
my, DR. rt) = Ste 
EXEMPLO 1 


Pelo Teorema (11.41), e'admite o seguinte desenvolvimento em 
série de potências: ` 
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Definição (11.44) | Si 


EECH 


“1 
E O 


Verifique que se trata de uma série de Maclaurin, 
SOLUÇÃO 


Su f (x) = e*, então a derivada de ordem n defef! 
FUMO) e? =1 
Logo, a sério de Maclaurin (11.42) é 


SL E lo iege lae eite. 
5 SR Pr Det ja ko pg us 


B 
para a =0,4,2, 


LE 


que é a própria série dada. 


Os teoremas (11.42) e (11.43) implicam que, se uma 
função fadmite uma representação em séries de potências de x 
ou: c, então a série deve ser uma série de Maclaurin ou uma 
série de Taylor, respectivamente. Todavia, os teoremas ado 
respondem à questão 2 proposta no início desta seção: Que 
condições garantem existência de um desenvolvimento de uma. 
função em série de potências? Obteremos tais condições a 
seguir, para qualquer série em x — c (incluindo c = 0). Comece- 
mos com a seguinte definição. 


Em notação de somatório, 
d mr 
£, 
KC Page 
"9 


Se c = 0 em (11.44), P,(x) é o polinômio de Maclaurin 
de grau n de f. Note que P,(x) em (11.44) é a (1 + 1)* soma 
parcial da série de Taylor (11.43). Fazendo c = 0, Pé 
a (1:+ 1)?soma parcial da série de Maclaurin (11.42), O próximo 
resultado proporciona uma resposta à questão 2. 
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HI 


Fórmula de Taylor com resto 
(11.45) | 


id 
li 


| Seja f dotada den +1 derivadas em um intervalo que contém. 
c. Sex é um número diferente de c no intervalo, então existe 
-um número z entre ex talt que i 


16) hene —Ó zo x i 


DEMONSTRAÇÃO 


Se x é um número arbitrário, diferente de c, no intervalo, 
definamos R (x) como segue: 


Rif 602,6) 
Esta equação pode ser escrita como 
FG) Bye R (a). 


Tudo o que devemos mostraréque; para un número convenen: 
tez; R (x) tema forma indicada na conclusão do teoremas... 


Se t éum número atbitrário.no intervalo, seja-g.a-função:.::> 
definida por: - 


st -re- [m« rao o B ed 
noen &e-m 


Egel 


Diferenciando cada membro da equação em relação a t 
(considerando x como constante), então muitos termos no menr- — 
bro direito se cancelam, Você poderá verificar que 


[22170 
ee Meg eng) anã 
Pela fórmula de g(f), vê-se que g(x) = 0. Vê-se também que. 


so «fe - [49] - Rao 


= fü) - Pla) - Roa) 
= f(x) - IP) + REN 
> Pl P D 


Logo, pelo teorema de Rolle, existe um número z entre c c x tal 
que g'(z) =0, isto é, 
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Teorema:(t:1.48): 


~ “de somas parciais da série de Taylor de f (x) em e, Pelo Teorema 


Teorema (11.47) 


AMD ARM, m. hs 
Sch We ra Digo O 
Resolvendo em relação a R vo), obtemos : 
sn pi 
R$) = fete) (z) EE AA d 


Logan 


conforme queríamos provar. 


1^ 
g: 
i 


Sé c=0, referimo-nos ao Teorema (11.45) como fórmula 
de Maclaurin com resto. A expressão R,(x) obtida neste teore- 
ma é chamada resto da fórmula de Taylor de fem c, Sec =0, 
Rx) € o resto da fórmula de Maclaurin de f. O próximo 
teorema nos dá condições suficientes para a existência de de- 
senvolvimento de uma função f em série de potências. 


ejajidotada de derivadas de todasasordénsemuimintervato [os 


PI" 


E eps 


DEMONSTRAÇÃO 


O polinômio de Taylor P (x) é o (1 + 1) 7º termo da seqüéncia 
(11.45), P.(x) = f(x) - R(x), e então 

Je PG) Berl - li, G) f 6)-0 f6) 
Assim, a seqiéncia de somas parciais converge para f (x), o que - 
prova o Teorema. 


No Exemplo 2 da Segáo 11.6 provamos que a série de 
potências Y x"/n! é absolutamente convergente para todo 


real x. Como o n ™ termo de uma série convergente deve tender 
para 0 quando n => oo (ver Teorema (11.16), obtemos o resul- 
“tado seguinte. 
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Utilizaremos o Teorema (11.47) na solução do exemplo 
seguinte, 


EXEMPLO 2 


Estabelega uma série de Maclaurin para sen x, € prove que ela 
representa sen x para todo real x. E 


SOLUÇÃO 
Disponhamos nosso trabalho como segue: 


fix) = sen x f(0) = 0 
f(x) = cos x FO — 1 
f'(x)s-snx f0)=0 

FU) = cos x f%(0) =-1 


" As derivadas sucessivas seguem este mesmo padrão, A substi- 
` "7 tuição em (11.45) nos dá a seguinte série de Maclaucin: 


xn 


n vg e SE 
Quel 7 


Snap +3 


A 
E 


A esta altura, tudo o que sabemos é que, se sen x pode ser 

+ A representada por uma série de poténcias dex, então cla é a série 

s $ precedente, Para mostrar que sen x é efetivamente representada 

por esta série de Maclauria, apliquemos o Teorema (11.46) com 
€ x 0, Sen é um inteiro positivo, então ou 


à. A (reto) = eos xd ou Pe Ne= [sena] 


» Logo, rh: Dis s 1 para todo z. Utilizando a fórmula de R (x) 
do Téorema (11.45), com c = 0, obtemos 


a. Irun Mi 
Fol eco PI sur 
Decore do teorema (11.47) e do teorema do “sanduíche” 
(11.7) que tim |R, Gel = 0. Conseqüentemente, lim R, (x) 0, 
ncm am 


` e a representação de sen x em série de Maclaurin é válida para 
todox. , 


EXEMPLO 3 
Obtenha a série de Maclaurin para cos x. 
SOLUÇÃO 


Poderíamos proceder diretamente, como no Exemplo 2. Vamos, 
entretanto, obter a série de cos x diferenciando termo a termo a 
série de sen x obtida no Exemplo 2. Temos: 
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TT TN AT 


e* por uma técnica indiceta (ver també 
secção). A seguir, deduziremos diretamente: esta in 
fórmula. 


EXEMPLO A 


Determine a série de Mactaurin que represente e“ para todo 
número real x. 


SOLUÇÃO 


Se f(x) = e*, então f(x) = e* para todo inteiro positivo k. 
Logo, f (0) = 1, e a substituição em (11.42) dá 


Tal como na solugáo do Exemplo 2, empregaremos agora o 
Teorema (11.46) para provar que esta representação de e? por 
série de potências é verdadeira para todo número real x. Utili- 
zando a fórmula de R (x) com c = 0, obtemos 

RO O) BT 


xt! 


e 
dit" ENT 


ex 
0< RE) < ta DE 


Pelo Teorema (11.47), 


tim Eat m et im Ela 0 
ace (n Di ama (ne iM 


e pelo teorema do *'sanduíche"" (11.7), 
Em Rx) = 0 
aro 
Sex<0, então z < 0 e, então, e* < e? = 1, Conseqúentemente, 


att! 


0 < [RM] < Ud 


IES Ma 
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e novamente vemos que R, (x) tem por limite O quando n — 00, 
Decorre do Teorema (11.46) que a representação de e* em série. 
de poténcias é válida para todo x diferente de gero. Note, 
finalmente, que, se x = 0, então a série se reduz a dx. 


EXEMPLO 5 
Determine a série de Taylor para sen x em potências de x= (1/6). 
SOLUÇÃO é 


As derivadas de f (X) = sen x estão calculadas no Exemplo 2. 
Calculando-as em c = 1/6, obtemos 


(rra 


este padrão se repete de quatro em quatro números; indofinidas - 


mente; À substituição em (11:45) nos dä. 


ema el uiis 21 
E k 6].2Q 6 


F 


ESA 
6 


` 
x 
(Ly SN [> 5) se n = 0,2, 4, 6... 


A 


7203) ( 


O n"? termo n, desta série é dado por 


"uc 


Cayo im E x 5) sens 1 3, S, Tu 


A prova de que a série representa sen x para todo x é análoga à 
dada no Exemplo 2; iremos omiti-la, portanto. 


O próximo exemplo evidencia o fato de que 


mesmo assim, não admitir uma representação emsériede Taylor 
naquele ponto. Isto nos mostra que se exige uma condição 
adicional, tal como lim R,(x) = 0, para garantir a existéncia da 


nam 


série de Taylor. 
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função f 
pode ter derivadas de todas as ordens em alguin ponto ce, ` 


EXEMPLO 6 

Seja fa função definida por 

sex = D 
D sex-0 


Mostre que f (x) não pode ser representada por uma série de 
Taylor. 


SOLUÇÃO 
Pela Definição (3.6), a derivada de fem 0 é 


PO- im £010) pi in A, 


cu Xo 0x0 gr 


Aúltimaexpressáo toma a forma indeterminada ege, Aplicando; 


a regra de Hôpital (10.2) vemos que: 


FO) = lim: 


= lim 2 
Eo Cuna 20 22 


Pode-se: provar-que: f? (0) « 0, f?" (0) «0:6, em geral, 
(MO) = O para todo inteiro positivo 1: De acordo como Teore- 
ma (11,42), se f(x) admite uma representação em série de 
Maclautin, entáo ela é dada por 

0 


fe) =D + 00 pa +. Dee te 


oque implica que f (X) =0 em todo um intervalo que contém 0.- 


Mas isto contradiz a definição de f. Conseqüentemente, f (4) não 
admite representação em série de Maclaurin. 


Como subproduto do Exemplo 6, decorre do Teorema 
(11.46) que, para a função f dada, lim R (x) = 0 em c =0, 
: nem 


Para referéncia, relacionamos a seguir as séries de Maclau- 
rin obtidas em exemplos nesta seção e na Seção 11.7. Estas 
séries são de grande importância por sua utilização em matemá- 
tica avançada e aplicações. 
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Séries de Mactaurin importantes (11.48) 


- INTERVALO DE 


_ SÉRE DE DEEN i ` CONVERGÊNCIA. 
tb) a ie BEE h [21:252] 
to) DEET EE Cal 
O müras- TET TEETE Es : enu 
(e) atg x =x -5 + E E odd e» £z É E Geck 
[9] ERTE eese E Eo, «) 
(a) BETEN atn : | Cas 


É possível utilizar séries de Maclaurin ou de Taylor para 
obter aproximações de valores de funções e integrais definidas, 
conforme ilustrado nos dois próximos exemplos. 


EXEMPLO 7 


Use os dois primeiros termos ndo-nulos de uma série de Ma- 
claurin para aproximar 


(a) sen (0,3) 
46) sen x para x seal, náo-nulo, em [- 1, 1] e estime o erro na 
aproximação. 

' SOLUCÁO 


(a) Fazendo x = 0,1 na série de Maclaurin para sen x (ver 
(11.48)a)), obtemos 
0,001 , 0,00091 
sen (0,1) = 0,1 — SCH + NUM I 
Pelo Teorema (11.31), o erro cometido ao aproximarmos sen 
(0,1) pelos dois primeiros termos desta série alternada é inferior 
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20 terceiro termo, 0,00001/120 = 0,00000008. Com seis casas 
decimais, 


sen (0,1) = 0,1 — Sa - 


(b) Com os dois primeiros termos de ( 
fórmula de aproximação e 


sen x 9 x Es 
ss 6 


Pelo Teorema (11.31), o erro cometido ao utilizarmos esta 
fórmula para um número real x é inferior a hat, 


EXEMPLO 8 


Obtenha uma aproximacáo iof sen (x) dr com quatro casas 
decimais. 

SOLUÇÃO 

Substituindo x por x^ em (11.48)(2), obtemos 


4 19 

A VPE 
níi(x)-x-4 Led 

sagax cut. 


Integrando cada termo da série, obtemos 


Ess 1 1 i : 
Ahe a eee A 1 
Js 004-3735 * (338 7 


Somando os três primeiros termos, 
eq é 
$ sem G?) de = 031 

d : 


Pelo Teorema (11.31), o erro é inferiaé a o ==0,00901, 


i Note que, no exemplo precedente, obtivemos uma preci- 
são de quatro casas decimais somando apenas frês termos da 
série integrada de sen (2%). Para obter este grau de precisão por 
meio da regra de Simpson ou da régra do trapézio, seria neces- 
sário tomar um grande valor de n para o intervalo (0, 1]. 
Entretanto, se q intervalo fosse (10, 11], a eficiência de cada 
método seria bem diferente, Isto traz à baila um ponto impor- 
tante, Para aplicações numéricas, além de analisarmos um de- 


Lea 


O EE 
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terminado problema, devemos também procurar o método mais 
eficaz para calcular a resposta. 


Para obter uma representacio de uma fungáo fem série de 


Taylor ou Maclaurin, é necessário achar uma fórmula geral para . 


f(x) e, além disso, investigar lim R (x). Emi razão disto; 
ao 


^ testrihgimos nossos exemplos a expressões como sen x, cos x & - 
e", O método não pode ser usado, por exemplo, se f (x) étg x ou, : 


arc sen x, porque FU) se torna muito complicada quando 1 
aumenta. A maioria dos exercícios a seguir se baseia em funções 
cujas derivadas de ordem n podem ser facilmente determinadas, 
ou em representações por série já estabelecidas, Em casos mais 
complicados, restringiremos nossa atenção apenas aos primei- 
ros termos da série de Taylor ou de Maclaurin. 


- EXERCÍCIOS;t 8: 


Esorcsde6:Se y 


EST] 


ax; determinea; usandoa: 


Fórmula (11:42) para e. 


L faje 
DG 

5 f0) -= T+ 5x 

7 Sejf()-cosx. 


(0) Use o método do Exemplo 2 para provar que. 


lim R (x) = 0. 
amo 


(b) Use (11.42) para obter uma série de Maclaurin 


paraf Kai 
8 Seaf()set. 


(2) Use o método do Exemplo 4 para provar que 


Jim R8) = 0. 


(b) Use (11.42) para obter uma série de Maclaurin 


Pom fo, 


Ezeres, 9-14: Use a série de Maclaurin obtida nesta - 
seção para achar uma série de Maclaurin para f (x). 


rt senx 
12 f (3) = cos (é) 
13 f(x) em (Sugestão: Use a fórmula do ângulo 


9 f()=xsen är 
D f()=cos(-29) 


metade.) - 


14 foe sent 2 


Ezeres, 15- 16: 'Estitieleca. uma série: de Miotal 
paraf (x): (Não éprociso verificanquédimiR (3). 0) 
neo? 


re : 
i 1521007 16M 
4 f()=cos3x 
Exeres, 17-20: Ache uma série de Taylor paraf (x) 
6 fo) e em c. (Não é preciso verificar que lim R,(x) = 0) 
1-2 ace 


1716) esenx c= mf 
19 f()sii 0=2 


18 f() = cos a; c = 3 
20 re cs-3 


21 Estabeleça uma representação em série para e 7 os 


em potências dex +1, 
22 Represente In x em série de potências de x — 1. 


Exeres. 23-28: Ache os trés primeiros termos da série. 


de Taylor de f (x) em c. 

23 f (3) =sccx; c=n/3 
25 (0) s tps c=nj4 
25 f(x) = arcsen x; csi 
26 f() z arctg x; e=1 
21 rbl et e=-1 
.28 Teen ce Za 


Exeres, 29-38: Use os dois primeiros termos náo-nu- 
< los de uma série de Maclaurin para aproximar o 
número e estime o erro na aproximação, 
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i i e 
28 Ye 30 p 31 cos 3 
32 sen 1° f 33 arctg 0,1 34 111,5 
E Ä A E 
e ie 
ale di "p x eos (P) 


95 
37 L cos (e) dr. 38 D -arctg (x!) de 


Exercs. 39-42: Aproxime a integral imprópria com 
quatro decimais. (Suponha que, se o integrando é 


f(x), então f (0) = limf mm) 


1 1 = cosx 
Se S 


E sena. 
efte 


j à UM : 
84%) parsaproximas f. ati sf; Fa) Sale; 
no mesmo sistema: deiere para Odo 2, ër uer, 
então os práficos para comparar a precisão das aproximar 
qóes ema). 


43 f) sen G2) 44 f) =senhx 


45 Use (11.48) para obter uma série de Maclaurin para - 


oe mHE 


46 Use os cihco primeiros termos da série do Exercicio ` 


` 45 pata calcular In 2, e compare sua resposta como . 
valor dado por uma calculadora ou uma tábua. 
47 (a) Use (1148)(e) comx = 1 para representar x 
como a soma de uma série infinita, 


(b) Que precisão se obtém usándo os cinco primei- 
ros termos da série para aproximar st? 


(9) -Aproximadamente quentos termos disériesió” ^ " 


necessários para garantir uma precisão de qua- 
tro casas decimais para x? 


48 9 Use a identidade - 


dis E * aíctg 37 E. 


2 


xi 


para exprimir x como soma de duas séries 
infinitas. 


(b) Use os cinco primeiros termos de cada série 
em (a) para aproximar x e compare o resultado 
com o obtido no Exercicio 47.. 


49. Ao planejar uma estrada através do deserto, o enges, 


nheiro deve fazer compensações para a curvatura da... — 
terra 20 medir diferenças de elevações (ver figura "=: * 


abaixo). 


(a) Se s é o comprimento da estrada e R é o raio 
da terra, mostre que a correção C € dada por 
CR [sec G/R - 1)]. 


(b) Use a série de Maclaurin para secx para mos- 
trar que C é aproximadamente s/(2R) + 
: Ge Sa), 


DO rett: médio: da+terra-$*de:3:959milhas: 
(26:330 m): Estime:á.correção;a:menos:de: 


Linhade visão-:; 


50 A velocidade y de uma onda de água está relacio- ^ 
nada com seu comprimento L e a profundidade fi. : 


da água por 


y WEE 


onde g 6 uma constante gravitacional. 


~ (8) Mostre que tgh x = x = ix sex e 0. 


t) Use a aproximação tgh x «x para mostrar que 


Va gh se hi é pequeno, 


(c) Use a parte (a) e o fato de que a série de 
, Maclaurin de tgh x é uma série alternada, para 


mostrar que, se £ > 20h, então o erro cometido i 


ao tomar Y? = gh € inferior a 0,002 gL. 


70, t p6i para um:trecho de 5:milias: dz estrada... 
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51 Seuma grande força de P libras aplicada auma 52 Mostre que-cos x = 1 ~ HE onde P,(x) é o polinómio de Taylor de grau a de fem c, e Bio 
colúna de comprimento £ em um ponto situado a tem precisão de cinco casus decimais se 0 s ve 1/4. é o resto de Taylor. Se lim R,(+) =0, então, quando n aumenta, 


x unidades à direita do centro (ver figura ao lado), 
a coluna tende a vergar. A deflexão horizontal A 
pode ser expressa como 


ò = x(sec kL ~ 1) com ks VP/R, 


PA) — f Q3: logo, a fórmula de aproximação 10 « P.G) 
melhora à medida que aumenta, Podemos, 


porque as funções polinomiais são as funcó 
os cálculos — seus valores podem obter-se 
adições e multiplicações de números reais, ^ 


onde R é uma constante chamada rigidez flexural 
do material e O « &L < 1/2. Use o Exercício 49(b) 
para mostrar que 8 ~ É PyL?/R se P é pequeno. 


Figura 11.17 Outra ilustração: Consideremos a função exponencial 


dada por f (x) = e*. Por (11.48)(c), a série de Maclaurin e* é 
1 p2 3 pit 
SÉ Petar É Š Es 
qe ET 
Aproximando e* por meio de polinômios de Taylor (com c = 0), 
obtemos 


e*m Plx)=1+x 


i 11.9 APLICAÇÕES DOS POLINÓMIOS DE TAYLOR : crucis LIES 
i mnis manni RS a A Pa ^ A: ¥ æ Px) a x+“ 
ONE d 3 PIE 
2 No Exemplo 7(b) da seção precedente utilizamos os dois pri- " ox gi 
meiros termos não-nulos da série de Maclaurin para sea x, para : ei a bd siet DLP 


abter a fórmula aproximada " 
etc. Estas fórmulas de aproximação são precisas somente se x 
está próximo de 0, Para aproximar e* para valores maiores de 
X, podemos utilizar polinômios de Taylor com e s 0. 


Katie? 


Pela Definição (11.44), a expressão à direita desta fórmula é o 
polinômio de Taylor de terceiro grau Ps) de sen x em c = 0. 
Assim, poderíamos escrever 


para e? está ilustrada nos gráficos das funçã Ph P P. nas 
Figuras 11.17 a 11.19. É interessante notar que o gráti 

P) = 14 x na Figura 11.17 é a tangente ad 
no ponto (0, 1). Você pode verificai que a parábola > 
ytP(x)2iexa ix na Figura 11.18 tem à mesma tangente 

€ a mesma concavidade que o gráfico de y =e* em (0, 1). O 
gráfico de y = Be ua Figura 11.19 tem a mesma tangente e 
concavidade em (0, 1), e também a mesma tara de variação de 
concavidade, pois P," (0) =D} e*], „y Em geral, pode-se mos- 
trar que, para qualquer inteiro positivo n, PO = Dte"), y À 
medida em que n cresce sera limite, o gráfico da equação y = 

P (8) mais e máis se assemelha ao gráfico de y = ef, 


Sen re P) 


Tomando mais termos da série de Maclaurin de sen x, obtería- 
mos outras fórmulas de aproximação. Para ilustrar: 


3 x* 
sen x =x = r + Gy = P 


Pelo Teorema (11.31), o erro envolvido no uso desta fórmula é 
inferiora [x [/71. Assim, a aproximação é muito precisa se x está 
próximo de 0. 


Podemos aplicar este processo a qualquer fanção fque tonha a, . pube 

um número Re pie dryer iA ysitxa AE Ta? vales gas dx 
i ula de Taylor com resto (11.45), então 
as hipóteses da fórm y Figura H.19 A tabela a seguir indica a precisão da fórmula de aproxi- 
FOPO ERE) . mação e~ P (x) para vários valores de x, a menos de um 
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centésimo. Se se desejasse maior precisão, poderíamos usar 
qualquer inteiro positivo n maior, obtendo 


c 


im 2 x x 
DLG AE Eder 


Esta fórmula, notavelmente simples, permite obter aproxima- 
Gies de e* com qualquer grau de precisáo. 


lx |-15 -10 -05 0 05 10 15 


^g | oz a 08 1 165 272 448 


P) 0,06 0,33 0,60 1 165 267 419 


No.restante: destaseção; utilizaremos polinómios deTa: 
lorparaaproximarvatores de funções queverificamas hipótes 
da: fótmula:. de Taylor. com-resto» (11:45): Com: a-conciusã 
[Gy B) RI daquele. teorema; vemos que:o:erro envol«««- 
vido-ao aproximarmos 6) por. PG). « ! 


O ODE 


O enunciado completo deste resultado é dado pelo próximo 
teorema. 


Teorema (11.89) 


Nos dois próximos exemplos, utilizam-se polinômios de 
Taylor para aproximar valores de funções. Se estamos interes- 
«sados em uma precisão de K casas decimais para aproximar uma 
soma, costumamos aproximar cada termo da soma com k + 1 
casas decimais, arredondando para k casas decimais o resultado 
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final. Em certos casos, este processo pode não ter o grau de 
precisão desejado, mas é utilizado para aproximações elemen- 
tares, Em livros de análise numérica encontram-se técnicas 
mais precisas. 


EXEMPLO 1 
Soja fQ) = lnx 
(a) Determine P) e Ro) em c 1. - 


(b) Aproxime la 1,1 com quatro casas decimais utilizando 
P(1,1), e use R,(1,1) para estimar o erro nesta aproximação. 


SOLUÇÃO 


(a) Tal como no Teorema (11.49), o polinômio geral de Taylor 
P Q) e o resto de Taylor. R(x) eme = 1 são 


apito, 


dt Ell up FO 


18 
EX 


R; aja ER j 


ondezé unrnümero:entreTe x: Piécisanios;assim;das quatro; 
primeiras derivadas de f. Convém dispor nosso trabalho da 
seguinte maneira: 


fg) = inx f2020 
Fo) a! fusi 
Per?  fr()e-1 
fem o0 dek OH EE 
pay get Ziil 60 


Substituindo em Pé e R¿(x), obtemos 


BM) =0+ ER Zb -17+ Zb -P 


-ért 
R) Ee- e mat 


onde z está entre 1 e x. às d 
(b) Pela parte (a), i e 
In lie PA = 0,1 ~ 10, + 10, {i 

M 


om in ii 0,0953 


B gs 


ta e 


e 


[ures BIBLIOTE 
[earne 
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Para estimar o erro nesta aproximação, consideramos 


, onde i«z « Ll 


(0,191 
IRA = |- M 


Como z> 1, 1/z < 1 e, portanto, 1/2 < 1. Consegientemente, 
` . 4 . 
pai = -SX | < E re | <= 0,000025 


Porque 0,000025 < 0,00005, decorre do Teorema (11.49) que a 
aproximação In 1,1 0,0953 tem precisão de quatro casas decimais. 


Se quisermos aproximar um valor funcional f(x) para algum 
x, convém escolher o número c do Teorema (11.49) tal que o resto 
R ks) esteja bem próximo de Q quando t for relativamente pequeno 
(digamos, rt = 3 ua = 4). Esto será verdadeiro se escolhermos c 
próximo de x, Além disso, devemos escolher c de modo que os 
valores das it + À primeiras derivadas de f em c sejam fáceis de 
calcular. Foi o que fizemos no Exemplo 1, onde, para aproximar 
inxpara x = 1,1, escolhemos c = 1. O próximo exemplo constitui 
outra ilustração da escolha adequada de c. 


EXEMPLO 2 


Use um polinômio de Taylor para aproximar cos 61" e estime a 
precisão da aproximação. 


SOLUÇÃO 


Queremos aproximar f(x) = cos x se x = 61º. Notemos de início 
que 61º está próximo de 60º, ou a radianos, e que é fácil 
calcular valores de funções trigonométricas em 11/3, Isto sugere 
escolhermos c = x/3 em (11.49). A escolha de n dependerá do 
grau de precisão que queiramos atingir, Tenfemos z = 2, Neste 
caso, são necessárias as três primeiras derivadas; dispomos 
nosso trabalho da seguinte maneira: 


fG)e cos x (B 73 
Pf) =-senx "6-7 


2 
FU) =-cosx ria 


FU) =senx 
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Tal como no Teorema (11.49), o polinômio de Taylor d - 
do grau de fem c z 2/3 é Wine de segon 


n9 «3:5 [*-5)- 


Como x representa um número real, devem: 
radianos antes de substituir em P (4). Escres 


6 26 eu Riu 
*U 73. 780 


e substituindo, obtemos 


E, Y 1 (Vë 
Erud 2 (Ek 


e então 


cos 61º = 0,48481 


Para estimar a precisão desta aproximação, consideramos 


. 3 
= EST E: 
31 Wl 


onde z está entre 1/3 e x. Fazendo x = (1/3) + (21/180) e levando 
em conta o fato de que [sen 2] « 1, obiêmos 


iR o= “3 


ef 


- 3 
senz f n Lin 
31 180 ) = [si Lë 
Assim, pelo Teorema (11.49), a aproximação tos 61º = 048481 ` 
tem precisão de cinco casas decimais. Se quisermos maior preci- 
são, devemos determinar um valor de n tal que o valor máximo de 
IR, [(/3) + (1/180)]] esteja dentro do intervalo desejado. 


0,000001... 


EXEMPLO 3 


Sef fx) =e", use o polinômio de Taylor PC de fem c =) para 
aproximar e, e estime o erro cometido na aproximação. 
SOLUGÁO 


Para todo inteiro positivo k, f Ya) = e*, e, então, El = e! = 1. 
“Assim, fazendo n = 9 e c = O no Teorema (11.49), obtemos 
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x 


21 


Bo)peiere 


e, portanto, 


i i 1 
es P)esititygtutety 


Isto nos dá e= 2,71828153. 


Para estimar o erro, consideramos 


Sex = 1, então 0 < z < 1. Utilizando os resultados do Capítulo 


7 sobse:e?, temos.e? «e! <3, e 


O | ex « 00000: 


Logo; a-aproximagao:e » 2,71828:tem;precisüo:de cinco:casasu: 


decimais: 


^ boe V EE 


EXERCÍCIOS 11.9 


- BEESeECS 35-40 Aproxime:o nimero.utilizando: 


Exercs, 1-4: (a) Ache os polinômios de Maclaurin 10 fee", exi, n=3 
Pla), Pfx) e PG) para f (x). (0) Esboce os gráficos 4, fstex, conf, n=2 
de Pp P, P, e f no mesmo plano coordenado. Gi ` 
Aproxime f (a) com quatro casas decimais por meio- Dreier, gi n=5 
de Pa) e use Ra(a) para estimar o erro na aproxima: 13 fG) s Ms, 


z DER 
cão. . À 
1 fQ)ssens; ; a=005 ` MfG)» vo, €» -B, Wéi 
2 f()=c08x; a=02 15 f(x) = arctg x, exi, n=2 ` 
3 fG)sinG 1; 2-09 ` Mft)=lnsas csm, uc? 
4 fo)ssetgx | eh Ifae, c--l n=4 
El Exeres, 5-6:Grafe, no mesmo plano coordenado, f, 18 f() «logs, c=10, n=2 


PpP eP para -35x «3. Exercs. 19-30; Ache a fórmula de Maclaurin com 


resto para f (x) e n dados. 


5 f()ssenhx 6 f()zcoshx 

` WE ` Gffäzhtszih n=4 
Exercs. 7-18: Ache a fórmula de Taylor com resto 
(11.45) para f (4), c e n dados. 20 FO) =senx, n=7 
T fG)asenx, cen, n-3 CA f() =c08x, n=8 
8 ft) =co08x, ' cz nl4, Hei 05 0777 22 fG) =artgx, (ER 
9 fG) « VE, cad nos El Ee n=5 
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24 f= seex, n=3 38 sen 0, (Exercício 20) 
28 FG) - Ur Y DER 39 cos 30" (Exercício 21) 
26 f(x) » Y4 — x, n=3 40 log 10,01 (Exercício 18) 


27 f(x) = arcsen x, gesi 


.. 8] Exercs 31-34 Aproxime o número com quatro casas 


decimais utilizando o exercício indicado e o fato de 42 rr PE 1 
que 3/180 e» 0,0175. Prove que sua resposta é correta . * t37 
mosteando que [R (x) < 0,5 x 107^. 2 

REA Bultz? 


E. 


COME Senes e rin 


33:803: 


xbox 
45. Ti: (Ye x) meae go EDS 


exercício indicado, e estime o erromwaproximação: 
por meio de R (x). Ñ 
47 Seja P (3) o polinômio de Maclaurin de grau n. Se 
f(x) é um polinômio de grau n, prove que f (x) = 
-PO 


35-122) - (Exercício 13). 
36 VES | (Exercicio 14) 
31 In 1,25 (Exercício 19) ^ 


11.10 A SÉRIE BINOMIAL. - 


` O teorema binomial afirma que se ké uminteiro positivo, então; 
, paratodoaeb 


E ag ket 
(a+ b} = a* + ka* t1 b + 2i 


+ kk —1)..(k-n Da 
al 


altres 
Tb" uoo DE 


Fazendo a = 16 b = x, obtemos 
kk — 1 EN 


(i +x) = i+ kx + 2 e 


+ kk - 1) e fe -n+ Da "EC 


Exercs. 41-46: Usea fórmula de Maclaurin com resto. 


A para estabelecer a fórmula de aproximação, e indique, .: 
28 f() 9 €^, n=3 em termos de casas decimais, a precisão da aproxima 
Diga mts n=4.e nef Hosek|sOL 

30 f(x) = coshx, n=4 e 455 41 cos x m 1-5 


ES E 
Soa epa 


a F8 


pa 
A SZ: 
So 


Gs 


E 


$m 


& 
Es 


2 
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Se k náo é um inteiro positivo (ou 0), convém estudar a série de 
poténcias A ax com ay » 1e a, = (1) (e t Dal 
para n a 1. Está série infinita tem a forma 

GER 


` " E) 
dox 2 X e 


klk = 1) (kunt i. 
+ Xe 


ni 


e é chamada série binomial. Se Ké um inteiro não-negativo, a 
série se reduz à somá finita dada no teorema binomial, Caso 
contrário, a sério não termina, Com a fórmula de a,, pode-se 
mostrar que 


a, art 
lim | — 
e m 


Logo, pelo teste da razáo (11.35), a série é absolutamente 
convergente se [e] < 1 e divergente se b] > 1. Assim, a séric 
binomial representa uma função ftal que 


kon 
DER 


= lim 


no 


bl = bd 


fal y y Wl y NM <1 


ant 


JA observamos que, se k é um inteiro não-negativo, então 
f(x) = (1 x). Provaremos agora que isto é verdadeiro para todo 
real X. Diferenciando cada termo da série binomial, obtemos 


f) ler klk- +. 
nelk -Yoe ken + Doa TN 


+ n! 


e, portanto, 
xo) = kx + kk — ix. 
" ak(k - 3) sd THA Da TM 
al 
Somando os termos correspondentes das duas séries prece- 
dentes, o coeficiente de x" é 


{a + km 3) s k =n 


{n+ 1) 
y (HEH O 
n 


que se reduz a 


MEME ER 
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Série binomial (11.50) 


(ES a HELD E H SCH O ka, 


Conseqitentemente 


Fo) raro) = 3 kag" e 


ne 


ou, equivalentemente, 
Park) 
Se definirmos a função g por gt) = CCA + E entáo 
MEC — 7 DER 
BEE (DO - £O + x) 


Segue-se qué g(x) = c para alguma constante e, isto é 


Ji — 
Daf os 


Como f (0) = 1, vemos que c = 1 e, então, f (x) = (1 + x, que é 
Oque queriamos provar, A próxima afirmação resume o assunto. 


EXEMPLO 1 
Ache uma representação de Y 1 + x, em sério de potências. 
SOLUÇÃO 
Utilizando (11,50) com é = 3, obtemos 
T izl HO DH 
Ipem 1 36D, 36-D6-2 
TN AA i 
UD. 
AA 


ni 


TIPA TNT 


ES 
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que pode escrever-se como 


- 3 - il. Zo, 23 
KEE ee de ec 


NECI 3u 7 4) us 


F-n 


porall «t. A fórmula parao termo de ordem z da série é válida. . 
desde que n = 2. 


EXEMPLO 2 


Ache uma representação de Vi E 3* em série de potências. 
SOLUÇÃO. 


Pode-se obter a série de potências substituindo. x pora na:série:«: 


do Exemplo:1. Logo, sex] < 1, então.. 


UY H m 2 Seu. 


3 35.2 
WEEK? (it - 4) a 
E a 


EXEMPLO 3 
23 
Obtenha uma aproximação de J; Vi *x dx. 


SOLUGÁO 


Integrando os termos da séric obtida no Exemplo 2, obtemos 
E Kc EU = 0,3 + 0,000162 — 0,000000243 + ... 


Conseqüentemente, a integral pode ser aproximada por 
0,300162, que tem precisáo de, seis casas decimais, pois o ero 
é inferior a 0,000000243. 


A série binomial pode ser utilizada para obter fórmulas de 
aproximação polinomial para (1 + a), Como ilustração, se 
ki < 1, então, pelo Exemplo 1, 


bett? 
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Como a série é alternada do segundo termo em diante, o erro 
cometido nesta aproximacio é inferior ao terceiro termo, ix 


EXERCÍCIOS 11.10 


Exercs. 1-12: Estabeleça uma representação da ex- ` 


pressão em série de potências, e indique o raio de 
convergência. 


1 Qux OT 

2 (= o? 

3 Ury” 4 («9^ 

5 (75 6 Gy 
Tray: Soap ` : 
9 (Bray? es 10 x(L423y 7 


MM P 
nor Sugestio: Considere 2: NE mr : 
Yz (way 


Exercs. 13-14: (2) Obtenha uma representação de 
f(x) em série de potências utilizando a relação dada, 
(b) Ache o raio de convergência. 


13 f (G)- aresenx; arcsenx = L (/51-8) dt j 


i k e 
14 f) c argsh as. argsh sef an * P) des 
Exeres. 15-20: Aproxime a integral com trés casas 
decimais, usando o exercício indicado. 
A E ý 
15 L Mi de e 9 
16 = mrz” (Exercício EN 


12 à 
17 Po 41 =P! dr (Exercfclo 5) 


JA 
18 f G d? de. (Exercicio 6) 
rer Ud 
19 M ur dx (Exercício 7) 


20 Im —— dx (Exercício 8) 

o (14 5% 
Excres. 21-22: Para o valor dado de k, grafe 
F()=(1+x) keg (2) = 1-- kx no mesmo plano coor- 
denado, para- 1Sx.S 1, Use os gráficos para estimar 
omaior intervalo fechadono:qualf (8). gG)]iS do. ` 


ES miss 
EIER mei 


723 Ret "Exercicio:44-di Segio:10.4: A Fórmula do 


perlodo.7 de um pêndulo de comprimento L, des- 
làcado:do;equitibrio de-um-ánguloinicial:de.8, : 
tadiano; é dada pela integral imprópria 


= JE % i 
DE? D » [ror perc E - 


Fazendo a substituição sen u = (1/4) sen ie 


com = sen Ze, pode-se mostrar que 


ren par 


(2) Usca série binomial de (1 ~x) "? para mostrar 
que B 


1- deum PY D si 


(b) Aproxime T se 0, = 1/6. 


Een 


A EUSEB 
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11.11 EXERCÍCIOS DE REVISÁO 


Exercs. 1-6: Determine se a sequência converge ou 
diverge; se convergir, ache o limite. 


i EES | {1000.997} 


1 y 
4 ls + 49 | 


n 


uy] 


Exeres. 7-32: Se a série é de termos positivos, deter- 
mine se converge ou diverge; se a sério contém termos 
negativos, determine se é absolutamente convergente, 
condicionalmente convergente ou divergente, 


a 
H Qu + 39 
7 
A MEDE » (ey 
ENEE sa 
a y (5) AW 
Ka E ER WH 
> el | 
m 12 
E ka ER va 
T E at 14 X CN 
Këssen PS 
- n cos on 
15 QU + DAY 15 3 3 
Ze "EI 
uy i8 y CD 
ER p RA 
S 1 a U 
19 5, (-1y-- PDA ra 
D ri pl ha 
o sen SEn SL 
— 2 [-iy-——— 
2, Dd É X Te: 


o id 20 + 3 
-1 q ev 
33 Y ey 2A Y, Ei) 


EA ch al 
SR 
E = Cs 4 
15 5 cU: 
en 
2 x4 o n1 225 ess Qu) 
ara EN no 
5 Sk 
Quy. y 
2t at aa 2 rg 
Bed ul 
bd D 
E 
Eer 30 -— 
"is WI x (5 Yn s) 


M Man > Augu 
ny ev E Visa” 


asi 


Exercs. 33-38: Use o teste da integral (14.23) para de- 
terminar a convergencia ou divergência da série. 


S n 
Y e + 28 KE: -1 


D E 
i 

4 PERT] ubt 

s 5 s s Quay 


10 
j n WTE a m 


Exeres, 39-40: Aproxime a soma da série com três 
casas decimais. 


aL 
39 S Cv 


Hut 


"- 1 
Y cy “a "(P + 1) 


nei 


Exercs, 41-44: Ache o intervalo de convergência 
da sério. 


nila met 
4L » scar at aa 1 
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3 Xa = (x + 10) 


44 - 1) 
2 OI à ay &-9 
Exeres. 45-16: Ache o ralo de convergência da série. 


Qu " " 
ss y Aach “Sã E a ret 


Exeres. 47-52: Ache a sério de Maclaurin paca f(x) 
e indique e raio de convergência. 


l-cosx 


TIO) = x 
0 


sexe 
sex 
49 f(x) s senx cosx 
51 (9) & (Le OD 


48 f() exe? 
50 /()ehn Q3) 


520) = 


53 Dé uma representação em série para e”* cm potén- 
cias dex 4 2. 


54 Dê uma representação em série para cos x om. 
* potências de x — (1/2). 


55 Dé uma representação em série para Vx em potên- 
cias de x - 4, 


Exercs. 56-60: Use uma série infinita para aproxi- 
mar o número com trés casas decimais. 


SI D Y 
sé Ve sf xe] ds 
2 


H 
58 f f) de com 
a 
FG) = (sen x)/VE se x 
s9 VTT 


60 e D 


Exeres. 61-62: Ache a fórmula de Taylor e com testo 
pata f (x), cen dados. 


61 f Q) = In cos x, m DER 
6 f(s) a RT GER £52, nad 
Esercs. een Ache a fórmula de Maclaurin com 


resto para f (x) e n dados. 


Gf) e, n-3 GL f) = 


65 Usoa fórmula de Taylor com resto para aproximar 
cos 43º com quatro casas decimais, 


(& 66 Use a fórmula de Taylor com resto para mostrar 


que a fórmuta de aproximação 


se x m dal PE 


120 


tem precisão de quatro casas decimais para ( sx s 14. 


Capítulo 12 l i 


ON 


"P TÓPICOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA 


INTRODUCÁO 


As seções cónicas, também chamadas 
cónicas, são obtidas interceptando por um 
plano àm cone circular reto de duas folhas. 
Variando a posição do plano, tem-se uma 
elipse, uma parábola ou uma hipérbole, con- 
forme ilustração ao lado. Se o plano intercep- 
ta o cone apenas em um ponto ou ao longo de 
uma ou duas de suas retas, têm -se as cênicas 
degeneradas. 


Investigadas extensamente pelos antigos 
gregos, as seções cónicas revelaram proprie- 
dades que nos permitem defini-las emtermos 
de pontos e etas, Fato digno de nota é que, 
embora estudadas há mais de dois mil anos, 
as seções cônicas não se tornaram obsoletas; 
ao contrário, têm grande importância nas in- 
vestigações atuais sobre o espaço exterior e 
no estudo do comportamento das particulas 
atômicas. 


Boa parte do material deste capítulo 
pode ser considerada uma revisão, pois apa- 
rece também em textos de pré-cálculo. Exi- 
gem-se, entretanto, métodos de cálculo 
infinitesimal para resolver problemas que in- 
cluema determinação de equações de langen- 
tes às cónicas, o cálculo de áreas e volumes 
de regiões determinadas por cónicas e a de-.. 
monstração de propriedades reflexivas usa- 
das na construção de telescópios e holofotes. 


1H & 
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12.1 PARÁBOLAS 


Definigáo (12.1) 
P ue 


€ 


Diretriz 
Figura 12.1 


o Mad 


Nestaseção definiremos uma parábola e deduziremos equações 
de parábolas que tenham cixo vertical ou horizontal. 


Una parábola £o conjunto dé tdos os pontas deum plano 


- eqliidistantes de um ponto fixo F (foco) e de uma reta fixa l 
(diretriz) do plano. ... NNUS AE . 


Admitiremios que F não pertence a L pois isto resultaria 
em uma reta. Se P é-um ponto do plano e P' é o ponto de l 


determinado por uma reta por P perpendicular a / (ver Figura" 


12.1), então, pela Definição (12.1), P pertence à parábola se e 
somente se as distâncias «P, F) e «(P, P") são iguais. O elxo da 
parábola é a reta por F perpendicular à diretriz. O vértice da 
parábola é o ponto Y da eixo, eqüidistante de Pet. 


Para obter uma equação simples de uma parábola, fixemos 
o eixo-y coincidindo com o eixo da parábola, com origem no 
vértice V, conforme Figura 12,2, Neste caso, o foco E tem 
coordenadas (0, p) para algum número real p s 0, e a equação 
da diretriz é y = — p. (A figura exibe o casa p > 0.) Pela fórmula 
da distância, um ponto P(x, y) pertence à parábola se e somente se 


3 


Figura 12.2 


. Elevando ao quadrado ambos os membros e simplificando; 


TEE EE 
ayt- apy ph e y! ey e p? 
xb Am 
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Uma equação equivalente é y = zs 

Mostramos que as coordenadas de todo ponto (5 y) da 
parábola verificam? a 4py. Reciprocamente, se (x, y) é solução 
de x? = 4py, então, invertendo a marcha anterior vemos que o 3 
ponto (x, y) pertence à parábola. Se p >Q, a parábola tem abertura 
para cima, conforme Figura 122. Se p < 0, a parábola: 
abertura para baixo. O gráfico é simétrico em relação ao eis 
pois substituinda-se x por —x a equação x? = 4py não se alterá, 


Permutando os papéis de x e y, obtemos y? = 4px, ou, 
equivalentemente, x  y*/(4p). Esta é a equação de uma parábola 
com vértice na origem, foco F(p, 0) e abertura para a direita se 
p? Qou para a esquerda se p < 0. 


Abreviadamente, costumamos referir-nos à parábola x* = 
Apy(y = apa), em lugar de a parábola de equação x^ = 4py (ou 
y =4px). 


. O quadro a seguir resume nosso estudo. 


Parábolas com vértice V(0, 6) (12.2) 


EQUAÇÃO 


| ' GRÁFICOPARAP>0 


GRÁFICO PARA p «0 
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Figura 12.3 


Figura 12.4 


Vemos, de (12.2), que, para qualquer real não-nuto a, O 


“gráfico de y = ax? ou x = ay? é uma parábola com vértice 


V(0, 0). Além disso, a = 1/(4p), ou, equivalentemente, p = 
3/(4a), onde [p] é a distância do foco F ao vértice V. Para achar 
a diretriz |, recorde que [ é também a distância |p] de V.-. 


EXEMPLO 1- 


Determine o foco e adiretrizda parábola y = — i x? e traceo gráfico. 


SOLUÇÃO 


A equação tem a forma y = ax? com a = -4 Tal como em 
(12.2), a = 1/(4p), ou 


A parábola é aberta para baixo e tem foco FO, -i H conforme 


ilustrado na Figura 12.3. A diretriz é a reta horizontal y = E 


TEE E 
que está à distáncia a acima de Y, conforme figura, 


EXEMPLO 2 


(a) Determine a equação da parábola que tem vértice na ori- 
gem, abertura para a direita e passa pelo ponto P(7, — 3). 


(b) Determine o foco. 
SOLUÇÃO 


(a) A Figura 124.6 um esboço da parábola. De acordo com :- 


(12.2), a equação da parábola é da forma x = ay! para algum 
número a. Se P(7, —3) pertence ao gráfico, então 


EL ITE 


Logo,a equação da parábola £x = H y” 
(b) O foco está à distáncia p à direita do vértice, com 
1 H 9 


PDA 
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Assim, o foco tem coordenadas E ) 


Para estender nosso estudo a uma parábola cujo vértice 


não está na origem, utilizamos uma translação de eixos; con- ` 


forme Figura 12.5, onde os eixos x e y são transladados para 
posições, . denotadas porx e y'—- paralelas às posições originais. 


Todo ponto P do plano tem, assim, duas representações diferen-- 


tes: P(x, y) no sistema xy e P(x*, y") no sistema x*y*, Se a origen 
do novo sistema x”y” tem coordenadas (A, D no plano xy, 
conforme Figura 12.5, vé-se que 


xax’ th e y=y'+k 


Estas fórmulas são válidas para todos os valores de bet 
Fórmulas equivalentes: 


x'zx-h e y'xy-k 


«Y 


p 
——— 
Ze 
x 


Figura 12.5 


- Tem-se então: 


Fórmulas de translação de 
eixos (12.3) 


Se, no plano-xy, certa colegáo de pontos constitui o gráfico 
de uma equação em x e y, então, para achar a equação ema” e 
y’ que tenha o mesmo gráfico no plano-x^y", substituímos x por 
x + te y por y" + k. Reciprocamente, se um conjunto de pontos 


H 
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no plano-x'y' é o gráfico de uma equação em x" e y”, então, para 
achar a equação correspondente em x € y, substituímos x’ por x 
-hey por y ko 


Hustramos (12,3) a seguir. Sabemos que 
Gy = day 


é a equação de uma parábola com vértice na origem 0* do 


plano-x'y”. Utilizando as fórmulas (ii) de translação de eixos, - 


vê-se que 


wF = ply =k) 


é a equação da mesma parábola no plano-xy com vértice - 


V (1,1). O focoé F Unk t p)ea diretriz é y =k- p. 


Desenvolvendo o membro esquerdo de (x — Hy =dp 
(y — £) e simplificando, somos conduzidos a uma equagáo da 
forma 


y=0%4+bx+c 


onde a, b e c são números reais. Reciprocamente, se a #0, então 
o gráfico de y = «x! + bx + c é uma parábola com eixo vertical. 
Tal como em y = ar”, pode-se mostrar que a = 1/(4p), ou 
p=1/(40). 


. Analogamente, começando com GP = 4px” e utilizando 
(12.3), obtemos 


(y - Y 4px id, 


que é a equação de uma parábola no plano-xy com vértice 
V (ft, k), abertura para a direita se p > 0 ou para a esquerda se 
p<0. Esta equação pode escrever-se. na forma 
x= ay? + by + e onde a=1/(4p) oup = 1/(4). 


O quádro a seguir resume este estudo. Por conveniéncia, 
tomamos V (ft, £) no primeiro quadrante. 


Cap. 12 Tópicos de Geometria Analítica 117 


Parábolas com vértice V(h, It (12.4) 


EQUAÇÃO 


GRÁFICO PARA p» 0... 


GRÁFICO PARÁ p «0: 


(xh! =4p(y-k) 


yeax! ebxec 


pl 
4a 


Ày 


Ay 


(y-&Y. = Ap(x - 4) 
xay +by+c 
H 


Pa 


Ay 


Uis Y.) 


nt 
KK 


Se a é um número real náo-nulo, então, por! i 
gráfico da equação y = ax? + bx +e é uma parábola com eixo 
vertical, Baderíamas achar o vértice V (fr, E) alpebricamente, 
completando quadrados c escrevendo a equação Gë fori 
(x B. = 4p(y — £). Outro método para determinar Y consiste 
em utilizar uma derivada.Como a tangente em Y é horizontal, 
podemos achar a coordenada-x, A, de Wdiferericiando 
y a + bx + c e resolvendo a equação dy/dx = O em relação 
a x, como a seguir: 


e T 2a 
A coordenada-y, k, de Y é obtida substituindo x por --b/(2a) 
em y = ax? + bx 4 c, Podem-se então determinar as coordenadas 
do foco F e a equação da diretriz ! utilizando p = 1/(42). 


E b 
deo th 9 au 


A derivada segunda d%y/dx? == 2a nos diz que a parábola 


7 tem concavidade para cima se a > 0 ou para baixo se a < O. 
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EXEMPLO 3 
Discuta y = 2x? — 6x + 4 e esboce o gráfico. 
SOLUÇÃO 


Conforme (12.4), o gráfico 6 uma parábola com eixo vertical, 
Como já vimos, o vértice V é o ponto em que a tangente é 
horizontal. Consideramos assim 


D iniga SE 
dx 4-620 ou x Ar 
Fazendox = 3 na equação dada, obtemos 


ay 1 
y = EA 


Logo, o vértice é VQ, — 2. 
O coeficiente de x? é a = 2, de modo que 
Säll S 
ES 


Como a parábola tem abertura para cima, o foco F está à 
distância p = $ acima de V, o que nos dá 


FO Ab 3 
FG -it a = FG =a) 
A diretriz é a reta horizontal / que está à distância p = i 


abaixo de V. Portanto, a equação de / é 


EKES 
O gráfico estáesboçado na Figura 12.6. Note queointercepto-y 


64 e os interceptosx (soluções de 21?— Gx + 4=0)são 1e 2. 


ys2x3-6x44 


a coordenada-y, k, do vértice V (fi, k) resolvendo em relação a 
y a equação dx/dy = 0, A coordenada, A, de V pode então ser 
obtida substituindo y por k na equação, Neste caso, a parábola 
tem abertura para a direita ou para a esquerda, e V é o ponto em 
que a tangente é vertical, pois dx/dy = 1/(dy/dx). 


EXEMPLO 4 


Figura 12.6 ` Discutax = Är + 4y + 11 e esboce o gráfico. 
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Para equações da forma x = ay? + by + c, podemos achar ` 


, SOLUÇÃO 

Conforme (12.4), o gráfico é uma parábola com eixo horizontal. 
Para determinar a coordenada-y do vértice V (o ponto em que a 
tangente é vertical), consideramos 


vG,-4) STEE op yeg 


y 


Substituindo y por — 4.na equação dada, obtemos.- 


EES + 4d) + 11 > 3 
x= iy 4 4y +11 E 
Figura 12.7 Logo, o vértice é V (3, — 4). 


O coeficiente de y! £a = ES assim, 


cad 
PSA 


Ee 


` ^ A parábola tem abertura para a direita, de modo que o foco F 
está à distância i à direita de V. Temos, pois, 


Fat 1-9) = FRG, 4) 


A diretriz é a reta vertical L à distância i à esquerda de V. 
Portanto, a equação de 1 & 


i p.Š 
35 00 x53 


A parábola está ilustrada na Figura 12.7. 


EXEMPLO 5 


` Determine a equação da parábola de vértice H (— 4, 2) e diretriz 
yes. 


SOLUÇÃO 


A Figura 12,8 mostra o vértice e a diretriz. O tracejado indica 
uma forma possível da parábola. Segue-se que uma equação da 
parábola é 


(=P =4p y-k) 
com A =~ 4, k = 2 e p =— 3, o que nos dá 


(+4 =-12 (y-2) 
Figura 12.8 


E ae, 


pou 


emt mm 
É aço 
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i 24 bx 
Esta equação pode ser escrita na forma y = ct” + bx +c, como 
segue: 


xb 8x + 16 = -12y + 24 
12y = ~x? = 8x +8 


y= 


EXEMPLO 6 

Engenheiros de tráfego estão projetando um trecho de rodovia 
que deve ligar uma rodovia horizontal com outra com 20% de 
aclive (coeficiente angular $ conforme ilustrada no corte da 
Figura 12,9. A transição suave de um para outro trecho deve 
ocorrer em uma distância horizontal de 800 metros, com um 
trecho parabólico ligando os pontos A e B. 


(a) Determine a equação da parábola de vértice À que tem 
i nom ei 
tangente de coeficiente angular D om A e $ em B. 


Figura 12.9 


(b) Ache a diferenga de elevação entre B e a porção horizontal 
da rodovia. 


(c) Estabeleça uma integral para o comprimento do trecho 
entre À eB. 


(d) Calcule a integral em (o. 
SOLUÇÃO 


(a) introduzindo um plano-xy como na Figura 12.9, então uma 
parábola com vértice (0, 0) e abertura para cima tem equação 
y> ax?para algum número a, O coeficiente angular m da tan- 


gente em um ponto arbitrário P (x, y) da parábola é 


d. 
di 2ux 


mo 
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Assim, a tangente tem coeficiente angular O em À (a origem). 
Ele "sp 1 AA 
A transição em B é suave sem = 3 quando x = 800, isto é, se 


i = 2a (800) ou as. 


Logo, a equação da parábola éy = iis x 


(b) A diferença de elevação entre B e a portão horizont 
rodovia é a coordenada-y de B. Fazemos, pois, x = S00 na 
equação obtida em (a), obtendo 


y = tag (800) = 80m 


(c) Por (6.14), o comprimento (em metros) do trecho parabó- 
lico da rodovia entreA e B é 


(d) Aintegratem (c) pode ser calculada mediante a substituição 
trigonométrica x/4.000 = tg A seguida de integração por panes, 
ou recorrendo à tábua de integrais no Apêndice IV. Para obter 
um valor aproximado, pode-se utilizar a regra do trapézio ou a 
regra de Simpson, Pela Fórmula 21 da tábua de integrais, 


[VETE du EE E g ln ju Vat ru | C, 


ea substituição 


als D a 
KEE du Tain de 


e notando que u = H quando x = 800, obtemos: 


1/5 
L = 4000 Í, d Cf du 


u H Kei 
= esco 5 itu. 3 ln la + vi gd 
|o 
~ 8928 aono (15798 Jm sosm 


Cabe notar que d(A, B) 804 in. 
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Figura 12.11 


EM 
i 


Figura 12.10 Trajetória da bola.” 


Há muitas aplicações das parábolas. Se, conforme Figura 
12.10, um jogador de beisebol lança uma bola em direção 
náo-vertical e se a gravidade é a única força atuando sobre a bola 
(isto €, desprezando-se a resistência do ar e outros fatores 
externos), então" a trajetória da bola (ou de qualquer. objeto 
projetado) é parabólica. Podemos utilizar este fato (a ser prova- 

. do no Capítulo 15) para determinar onde a bola tocará o solo, 
para achar a altura máxima atingida etc. 


" A forma de cabos de certos tipos de pontes suspensas é 
parabólica. Todavia, conforme mostramos na Seção 8.3, para 
um cabo suspenso livremente a curva é uma catenária, e náo uma 
parábola. 


Uma propriedade importante está associada às tangentes a 
parábolas. Suponhamos que l € a tangente em um ponto 
P (x, y) da parábola y? = 4px, e seja Fo foco. De acordo com 
a Figura 12.11, denotemos por o o ángulo entre 1e o segmento 
FP, e seja B o ângulo entre | e a semi-reta horizontal com 
extremidade P. No Exercício 42 pede-se demonstrar que a = B. 
Esta propriedade reflexiva tem muitas aplicações. Por exemplo, 
a forma do espelho de um holofote se obtém fazendo uma 
parábola girar sobre seu eixo. Se uma fonte de luz é colocada 
em F, então, por uma lei da física (o ângulo de reflexão é igual 

_ ao ângulo de incidência), um raio de luz será refletido ao longo 
de uma reta paralela ao eixo (ver Figura 12.12(1)). Emprega-se 
o mesmo princípio na construção de espelhos para telescópios 
ou fornos solares - um raio de luz caminhando em direção ao 
espelho parabólico, paralelamente ao eixo, se tefietirá no foco 


(ver Figura 12,12(11)). Esta propricdade é também utilizada em- 


antenas de sistemas de radar, rádio telescópios e microfones de 
campo usados em jogos de futebol. 


(1) Espelho do hotofote 


Raios de luz Raios de luz 
d ma 
sm - «- 
e A 


^ 
Fonte de luz > Olho 


g D 


(if) Espelho do telescópio 


Figura 12.12 


Lil oe) 


H 
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' EXERCÍCIOS 12.1 


Exercs. 1-6: Determine o vértice, o foco en diretriz da 
parábola, Esboce o gráfico, exibindo 9 foco e a diretriz. 


1 yo -i 21228 
3 =- A delay 
5 y=8N. 6 vi Is 


Exores. 7-16; Determine o vértice e o foco da pará- 
bola. Esboce o gráfico, exibindo o foco. 


7oysi-442 

8 Ae a lët 10 

9 y-12=12% 

10 y^ 20y + 100 = 6x 

H y -4y-2x-420 
Vy ely rte as=0 
33 482 e Mc + y e 10670 
14 y = 40x 97 — dy” 

35 2+20y = 10 

16 444x944 lado 


Exercs. 17-24: Ache a equação da parábola que veri- 
fica as condições dadas; `" 


17 foco F(2, 0), diretriza=-2 

18 foco (0, — 4), diretriz y = 4 

19 vértice V(3, --5), diretriz x = 2 

20. vértice V(=2, 3), diretrizy =5 

21 vértice V(- 1, 0), foco F(- 4, 0) 

22 vértice V(L,—2), foco F(L, 0) ` 


. 23 vértice na origem, simétrica em relação no eixo-y 
e passando pelo ponto (2, — 3). 


24 vértice V(-3, 5), eixo paralelo ao eixo-x c passan- 
do pelo ponto (5, 9). 


25 Um holofote é projetado de modo que toda secção 
. . transversa contendo seu eixo de simetriz seja uma 
parábola com a fonte de luz no foco, Onde está o 
foco se o refletor tem 1 m de abertura e 0,30 m de 
profundidade? 


26 Achea equação da parábola de eixo vertical e que 
passa por A(2, 5), B(-2,—3) e C(1, 6). 


27 Seja R a região delimitada pela parábola x" dy e a 
reta I pelo foco perpendicular ao eixo da parábola... 


(a) Ache a árca de R. 


(b) Se R gira em torno de eixo-y, ache o volume 
do sólido resultante. 


(c) Se R gira em torno do cixo-x, ache o volume 
do sólido resultante. 


28 Repita (a) — (e) dó Exercício 27 se R é a região” 
` delimitada pelos gráficos de x = 5 e. yz2x-6 


29 Fazendo-se uma parábola girar em torno de seu 
eixo, obtém-se um parabolóide de revolução, O 
parabolóide é a forma básica de muitos coletores 
e refletores. A figura mostra um parabolóide (fi- 

ito) de altura h e raio da baser. ` 


(Do comprimento focal do parabolóide é a dis- 
fáncia p entre o vértice e o foco da parábola, 
Expresse p em termos de re ft. 


(b) Ache o volume do parabolóide. 


H 
, ` 
bp 


30 Ref. Exercício 29. Um radiotelescópio tem a for- 


.ma de um parabolóide de revolução com compri- - 


mento focal p e diâmetro da base 2a. 


(a) Mostre que a árca da superfície S que pode 
coletar ondas de rádio é 


an 
mE E - 
SS i pi 1 
E (b) Um dos maiores radiotelescópios, localizado 
em Jodrell Bank, Cheshire, Inglaterra, tem 76 


metros de diámetro e 15 metros de compri- 
mento focal, Aproxime $ a menos 0,01 mt, 
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31 Uma seção de ponte suspensa tem seu peso distri- 
buído uniformemente entre duas torres distantes 
120 metros uma da outra e situadas a 27 metros 
acima da rodovia horizontal. Um cabo suspenso 
entre os topos das torres tem a forma de uma 
parábola, com o ponto central a 3 metros acima da 
rodovia, Suponha introduzido um sistema de eixos 
coordenados, conforme figura. 


(a) Ache a equação da parábola, 


(b) Estabelega uma integral para e valor do com- 
primento do cabo. 


(c) Se a cabo parabólico é apoiado em nove cabos 
verticais equiespaçados, ache o comprimento 
total desses cabos de apoio. 


32 Seja Ra região delimitada pela paráboia x 
pela reta |, pelo foco e perpendicular ao eixo da 
parábola, Ache a área da superfície curva obtida 
fazendo-se R girar em torno do cixo-x. 


33 Uma criança joga uma bola a um ángulo de 45º, 
da beira de um plató acia de uma colina de 


coeficiente angular, conforme figura na coluna 
ao lado. 


34 Prove que o ponto de ama parábola mais próximo 
do foco éo vértice. ` 


35 Um arco parabólico tem altura central de kmetros, 
conforme figura, Prove que a altura do maior 
retángulo que pode caber dentro do arco é $k 
metros. 


(a) Seabota toca o solo a 50 metros colina abaixo, 
ache a equação de sua trajetória parabólica. 
(Ignore a altura da criança.) 


(b) Quat a altura máxima da bola em relação ao 
solo? 


Ge» 


65 


36 Um recipiente cilíndrico, parcialmente cheio de 
mercúrio, gira em torno de seu eixo à razão de o 
radianos/seg (ver figura na página seguinte). Da 
física, sabemos que a função f, cujo gráfico gera a 
superfície interna do mercúrio, é solução da equa- 
o diferencial y' = (org, onde g = 9,8 m/seg’. 


(2) Moste que y = $e Ae + 0. 


(b) Para que valor de eo o foco da parábola está a 
60 cm do vértice? 
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ysfQ) 


37 A parábola y? = 4p(x + p) tem seu foco na origem 
eeixoao longo do eixo-x. Atribuindo-sa diferentes 
valores a p, obtém-se uma família de parábolas. 
confocais, conforme figura. Famílias deste tipo 
ocorrem em estudos de eletricidade e magnetismo, 


(a) Mostre que há exatamente duas parábolus da 
família que passam por um ponto dado P(x,, 
3) 329,20. ` 


(b) Mostre que as duas parábolas em (a) são mu- 
tuamente ortogonais — isto é, as tangentes em 
Pis, y y) são perpendiculares, 


AN 


38 Uma corda focal é um segmento de reta que passa 
pelo foco de uma parábola e tem suas extremida- 


des ná parábola. Se AB é uma corda focal, prave 
que as tangentes em A e B 


(a) são perpendiculares; 


(b) interceptam-se sobre a diretri; 


Exeres. 39-40: Ref. Exercício 37. Graf nos 
eixos as parábolas confocais x* spy + pY 
valores dados de p, Estime os pontos de inters 
verifique que as tangentes nesses pontos são perpen- 
diculares. 2 

39 p=1,3,-1 40 p=0,2,-21 
41 Sejam m e b números reais diferentes de zero, 


(a) Se a reta y = mx + b intercepta a parábola y? = 
4px em apenas um ponto, mostre que p = nib. 
"(c Mostre que o coeficiente angular da tangente 
ay = 4px em Di, y) ¿y Qu). 
42 Estabeleça a propriedade reflexiva da parábola, 
(Sugestão: Mostre que d(Q, P) =«(E, P) na Pigura 
12.11 e use o resultado do Exercício 41) 


43 Suponha que a tangente / a uma parábola em P 
intercepte a diretriz em Q, conforme figura, Se £ 
$e foco, prove que o ângulo POF é voto. 


Diretriz 


ETTET EATE TON SEEEPTUIUUSG 
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12.2 ELIPSES 


Definição (12:5) | Uma elipse é o conjunto de lodos os pontos de um plano; Do 


P 


ue 


Y 


Figura 12.13 


Figura 12.14 


HERR d 


Pode-se definir uma elipse da seguinte maneira: 


cuja soma das distâncias a dois pontos fix 


locos) é, 
` constante. Es 


Constrói-se como segue, uma elipse no papel: Fixam-se 
duas tachas em dois pontos arbitrários F e F’, amarrando-se 
nelas as extremidades de um pedaço de barbante, Fixe um lápis 
no barbante, mantendo este tenso, e desloque o lápis sobre o 
papel, conforme a figura. A soma das distâncias d (EP) e 
d CF", P) é o comprimento do barbante, sendo, pois, constante; 
assim, o lápis traçará uma elipse de focos F e P", Mudando as 
posições de l'e F’ e mantendo fixo o comprimento do barbante, 
podemos variar consideravelmente a forma da elipse. Se F e 


F’ são muito distantes um do outro, de tal modo dite d (F, F *) 5 


seja quase igual ao comprimento do barbante; gbtemos uma 


elipse alongada. Se d (F, F’) está próximo de zero, a elipse é É 


quase circular. Se F= F’, temos um círculo de centro F. ` 


Introduzindo sistemas adequados de coordenadas, pode- 
mos estabelecer equações simples para elipses. Escolhamos o 
eixo-x como a reta que passa pelos focos F e Fº, com origem 
no ponto médio do segmento F 'F. O ponto médio é o centro da 
elipse, Se F tem coordenadas (c, 0) com e > 0, então, tal como 
na Figura 12.14, F * tem coordenadas (— c, 0). Logo, a distância 
entre Fe F? é 2c. Denotaremos por 2a a soma constante das 
distâncias de Pa Fef’. Para obter pontos que não estejam sobre 
o eixo-x, devemos ter 2a > 2c — isto é, a > c. Por definição, 
P (x, y) está na elipse se e somente se as seguintes equações 
equivalentes são verdadeiras: : 


KP, F) + (P, FO) = 2a 
VETO «Vero FO = 2 
VET EE 


- Elevando ao quadrado ambos os membros da última equação, 
* temos ' 


xl -2cx & ch y! o Ad deet el y! rn 2ox e c e y! 
ou av (x ty ea^ cx 
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- Figura 12,15 


Novamente elevando ambos os membros ao quadrado, 
a Qe ier e t y?) s a* dador e 
ou Me ray e ala) 


Dividindo ambos os membros por a' (a — e} obtemos 


x? 2 
v aces p 


Lembrando que a > c e, portanto, d c >O, fazemos 


besYd-c o bès gce? 


o que nos dá ER 
e y Š 
$5 5 =1 


Comoc>0e p eu -e, segue-se que a? > bie então, a» b. 


` Mostramos que as coordenadas de todo ponto (x, y) da - 
elipse na Figura 12.15 verificam a equação(1/0) + ` 
QI b) 1. ` 


Ay 


EE 


V'(- a, Ki AC? 0 e 


Reciprocamente, se (x, y) é uma solução desta equação, então, 
invertendo o raciocínio, vemos que o ponto (x, y) pertence à 
elipse. 


da i Se : E 
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Teorema (12.6) 


A  1By =36 + 


y 
Gm"? 


Figura 12,16 


Podemos achar os interceptos-x da elipse fazendo y = na 
equação. Temosentãoz?/€º = 1, oux! = «e consequentemente 
os interceptos-t são a e —a. Os pontos correspondentes 
V (a, 0) e V "Ea, 0) do gráfico são os vértices da elipse (ver 
Figura 12.15). O segmento H 'V é o eixo maior, Da mesma 
forma, fazendo x = 0, óbtemos y*/D* = 1, ou y^ = Ji. Logo, os 
interceptos-y são b e —b. O segmento que une M '(0,-b)e 
M (0, b) é o eixo menor da elipse. Como a> b, o eixo maior é 
sempre maior do que o eixo menor. 


Mediante testes de simetria, vemos que a elipse é simétrica 
em relação ao eixo-x, no cixo-y e à origem. 


O que acabamos de ver pode ser resumido desta forma, 


O gráfico da équacio - E 


EXEMPLO 1 


Discuta 442 + 18y* = 36, e trace o gráfico. 
SOLUÇÃO: 


Para obter a forma do Teorema (12.6), dividimos ambos os 


membros da equação por 36 e simplificamos. Isto conduz a 


y yt. 
ki i 


oit 


que está na forma própria, com d! « 9 e D «2. Assim, a=3 e 
b = V3; os extremos do eixo maior são (+ 3, 0) e os extremos 
do eixo menor são (0, + V2). Como 


ada 92 7, ones VT 
os focos são (+ 7,0). O gráfico é o da Figura 12.16. 


EXEMPLO 2 
Ache a equação da elipse de vértices (= 4, 0) e focos (+ 2, 0). 
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Teorema (12.7) 


Ay 
Py Woa) 
AT et 
M CoD Mo, 0) 
S 
x 


Figura 12.17 


SOLUÇÃO 


Na notação do Teorema (12.6), a=4 e Gei Como 
c» d - b), vemos que D? = g? ~ c? = 16 — 4 = 12, Isto nos dá 


. Às vezes, escolhe-se o eixo maior da elipse seguido o 
eixo-y. Se os focos são (0, +c), então, polo mesmo tipo de 
argumento já empregado, obtemos o seguinte, À 


na elipse com. vérticos(O, +a). As 
les do eixo nienor são, (+ b, 0). Os focos sio- 


dé ch Pb 


A Figura 12.17 é um gráfico típico, 


Do que precede, vê-se que a equação de uma elipse com 
centro na origem e focos sobre um dos eixos coordenados, pode 
sempre ser escrita como : 


2 3 
ES 


Qu. dud 
pu ou qu py ep 


0 eixo-x e se q > po eixo maior está sobre:o eixo 
preciso memorizar èstes fatos, porque, em qualquer proble 
concreto, o eixo maior pode ser determinado examinando é 
interceptos x e y. 


EXEMPLO 3 


Trace o gráfico de 9x? + 4y? = 25. 
SOLUÇÃO 
O gráfico é uma elipse com centro na origem e focos sobre um 


dos eixos coordenados. Para obter os interceptos-x, fazemos 
y=0,0 que dá 


9% = 25 ou xa *3 


———— (€ M a T 
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Ay 


Go) 


Figura 12,18 


CA x 
x 
98 45 225 


HESS 


d Como É < 


Analogamente, para determinar os interceptos-y, fazemos 
x = 0, obtendo 


4 =25 ou yes 


Isto nos permite esboçar o tragado da elipse (ver Figura 12.18). 
z, o eixo maior está sobre o eixo-y; 

Para determinar os focos, calculamos primeiro 

2 ta (E AN 

cda pS 

Assim, c = 5 V576 e os focos são (0, + 5 V5/6). 


Podemos utilizaras fórmulas (12.3) de translação de eixos para 
generalizar nosso trabalho para uma elipse com centro em um ponto 
arbitrário CU, D no plano-xy. Por exemplo; como o gráfico de 

Zar? my ` 
EY UT, 


a? 


é uma elipse com centro em D em um plano z^y* (ver Figura. 
12.19), sua equação no sistema xy de coordenadas é 


ep A 
eodem 


AY y 


eror. 


2 
a 


OO, 8 


“Figura 12.19 
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C2-3 


Figura 12.20 


Desenvolvendo os quadrados indicados na última equação 
e simplificando, obtemos uma equação da forma 


Ax! Cy! + Dx e Ey e F0 


ondé os coeficientes'sño números reais e À e C são ambos 
positivos. Reciprocamente, partindo de uma tal equação e com- 
pletando quadrados, podemos obter uma forma que evidencie o 
centra da elipse e os comprimentos dos eixos maior e menor. O 
próximo exemplo ilustra esta técnica. 


EXEMPLO 4 


Discuta a equação 16x? + 9y? + 64x — 18y —71 =0, e trace seu 
gráfico. : 


SOLUÇÃO 
Começamos escrevendo a equação na forma 


16(1+ dx ) +9 2y )=71 


.Em seguida, completamos os quadrados das expressóes entre 


parênteses: 
1662 + 4x 4)  9(! 2y 1) e 71 64 9 


Adicionando 4à expressão dentro do primeiro par de parênteses, 
devemos adicionar 64 no membro direito. Analogamente, adi- 
cionando 1 à expressão dentro do segundo par de parênteses, 
devemos adicionar 9 ao membro direito, A última equação pode 
ser escrita 


16(x + 2 + Ap 1)? = 144. 
Dividindo por 144, obtemos 


(e zm n si 21 


que é da forma 


EP 
9 16 É 
com x' =x+2 € y «y - 1, Isto equivale a fazer h=-2 e 
k = 1 nas fórmulas de translação de eixos. 


O gráfico da equação (7/9 + (9/16 = 1 é uma elipse 


com centro na origem O * no plano x'y' e eixo maior sobre o 


eixo". Segue-se que o gráfico da equação é uma elipse com - 


centro C(- 2, 1) no plano xy e eixo maior sobre a reta vertical 
x=-2 Coma=4e b «3, obtemos a elipse da Figura 12.20. 


gi 
E 


fü 


SA 


KZ 


erte 
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Para achar os focos, calculamos primeiro 
eadb 16-9257 


A distáncia do centro da elipse aos focos éc = VT. Como o 
centro é (-2, 1), os focos são (2,1 + yT). 


Nos dois próximos exemplos empregaremos métodos de 
cálculo para resolver vários problemas que envolvem elipses. 


EXEMPLO 8 


(a) Usea diferenciação implícita para achar uma fórmula para, 


o coeficiente angular da tangente em Pie, yya elipse 


3 


+ 1 


com a» b» Q. 


D Aplique a fórmula obtida em (a) para determinar onde a 
tangente é horizontal ou vertical. 


(c) Prove que a equação da tangente em Be, yyé 


SOLUÇÃO 


(ay Diferenciando implicitamente a equação da elipse, obtemos 


2 A TE 
qtu co 9 F7 


Logo, o coeficiente angular m da tangente em Ps, DAD 
me (Pr dy) 


(b) A tangente é horizontal se Bix = 0, ou x = 0, o que nos dá 
os pontos extremos (0, + b) do eixo menor. 


A tangente é vertical se e?y = 0, ou y = 0, a que nos dáos 
vértices (x a, 0) da elipse. 


(c) Aplicando a fórmula para em (a), obtemos como equação 
da tangente em Pi, Y) 


bx, 
Hd og =x) 
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Podemos modificar a forma desta equação como segue: 


2 
ayy mapa re 4 bt 
Ze É 

bio + ayy = buf + ay? 


Dividindo ambos os membros por d, obtemos . 


Como P (x, y) pertence à elipse, (x, y) 6 uma solução. da 
equação em (a) e, assim, o membro direito da última equação é 
igual a 1. Isto completa a prova. 


EXEMPLO 6 

Ache a área da região delimitada por uma elipse cujos eixos 
maior e menor têm comprimentos 2a e 2b, respectivamente. 
SOLUCÁO 


Pelo Teorema (12.6), vemos que a equação da elipse é 
(2/08) + fb) = 1. Resolvendo em relação a y, obtemos 


y= BEE 
O gráfico da elipse tem a forma geral exibida na Figura 12,16 


e, daí, por simetria, basta achar a área da região no primeiro 
quadrante e multiplicar o resultado por 4. De acordo com (5.19), 


af y deo 4 VET as 


Fazendo a substituição trigonométrica x =a sen 0, obtémos 
dei —x sacos Qe dx a cos 0 dà 


Como os valores de. que correspondem a x == D e x =a são 
02060 = 7/2, respectivamente, obtemos 


b Dé Di 1 + cos 20 
Aca d cos 0 dà =4ab [ cp 
1 v2 
cea | = Zab [n/2] = zab 
^ 0 


Coma caso especial, se b <a, a elipse é um círculo e Á = RÈ. 


As 
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Definição (12.8) 


As elipses podem ser muito achatadas ou quase circulares. 
Para obter informações sobre o achatamento de uma elipse, 
costuma-se lançar mão da excentricidade e (não confundir com 
a base dos logaritmos naturais), A excentricidade é definida a 


seguir, onde a, b e c têm os mesmos siguificados que anterior- - 


mente. 


A excentricidade é de úma elipse é: : zs 


Consideremos a elipse G2) *Vb)si e suponha- 
mos fixo o comprimento 2a do eixo maior e variável o compri- 


mento 2b do eixo menor. Como Va — <a, vê-se-que: 


O<e<l Seca 1, entio Va! — D^ = aassim,b «0. Neste caso, 
a elipse é muito achatada. Se e = 0, então Yat — b seas b, 
Neste caso, a elipse € quase circular. 


Após muitos anos de estudo de uma enorme quantidade de: 


dados empíricos, o astrônomo alemão Johannes Kepler (1571- 
1630) formulou três leis que descrevem o movimento dos pla- 
netas em torno do sol. (Estas leis serão demonstradas no 
Capítulo 15.) A primeira lei de Kepler afirma que a órbita de 
cada planeta do sistema solar é uma elipse que tem o Sol como 
um dos focos. A maior parte dessas órbitas são quase circulares 


.. & por conseguinte, suas excentricidades estão próximas de 0. A 


título de ilustração, para a Terra, e» 0,017; para Marte, = 0,093; 


e para Urano, e = 0,046. As órbitas de Mercúrio e Plutão sën ` 


menos circulares, com excentricidade 0,206 e 0,249, respecti- 
vamente, 


-Muitos cometas têm órbitas elípticas com o Sol como um 
dos focos. Neste caso, a excentricidade e está próxima de 1, e a 
elipse é muito achatada. Utiliza-se a unidade astronómica 
(UA) — isto 6, a distância média da Terra ao Sol — para indicar 


grandes distâncias. (1 UA ~ 93.000.000 milhas = 148.800.000 ` 


quilômetros.) 
EXEMPLO 7 


O cometa de Halley tem uma órbita elíptica com excentricidade 
€ = 0,967. A menor distância do cometa de Halley ao Sol é 
0,587 UA, Dé uma aproximação da distância máxima do cometa 
ao Sol, a menos de 0,1 UA. 
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Cometa de Halley 


Figura 12.21 


Figera 12.22. 


SOLUÇÃO 
A Figura 12.21 ilustra a órbita do cometa, onde c é a distância 
do centro da elipse a um foco (o Sol) e 2a é o comprimento do 
eixo maior. : 


Como ac é a distância mínima entre o Sol e o cometa, 
temos (em UA). 


a-c=0,587, ou. a=c+0,587" 
Como e = c/a = 0,967, 


c = 0,967a = 0,967c + 0,587) 


c = 0,9670 + 0,568 
Assim, 
0,033 = 0,568 e c = ere 17,2 
Consegtenenento, 
"ases 058 
am 17,2 + 0,587 = 17,8 


ca distância máxima do Sol ao cometa é 


arc=17,8+17,2, ou  actce350 AU 


Uma elipse goza da propriedade reflexiva análoga à.da 
parábola, discutida no fim da Seção 12.1. Como ¡lustragio, seja 
l'a tangente em um ponto P de uma elipse com focos F e F’, 
conforme Figura 12.22, Se a é o ángulo entre F 'Pelceseféo 
ângulo entre FP e |, pode-se mostrar que c = À. Assim, se um 
raio de luz ou som emana de um foco, será refletido no outro 
foco. Esta propriedade é utilizada na construção de certos equi- 
pamentos óticos. É também percebida nas galerias sussurrantes 
= isto é, compartimentos com tetas em forma elítica, nos quais 
“uma pessoa que sussurra em um foco pode ser ouvida no outro 
foco, A rotunda do Capitólio em Washington, D.C,, e o Taber- 
náculo dos Mórmons, em Salt Lake City, são exemplos de 


- “galerias sussurrantes, 


AENA 
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EXERCÍCIOS 12.2 


Exercs. 1-14: Ache os vértices e os focos da elipse. 
Esboce o gráfico, mostrando os focos. 


2 


1 23 EIE 
3 4try?=16 4 y+9=9 
j 8 58+32=10 DEER 
7 Aë ën 8 0+5 


9 de? +932 36y + 6450 
10 242 +20 20y 4 43:50 
119 € 16y! + 54x 32y - 41 20 
12 432409) + 24x 4 18y +9=0 


13 253 4 4y! - 280 — 16y +541=0 
14 Ac «y! -2y 


Exores. 15-24: Ache a equação da elipse que tem 
centro na origem e verifica as condições dadas. 


15 vérticos Wa 8, 0) — focos (e 5,0) 
16 vértices H, +7) facos F(0,22) 


17 vértices H, + 5) — cixo menor de comprimento 3 
fH. 18 focos Fls 3, 0) 

; 19 vértices CO, + 6) 
20 pussando par (2, 3) e (6, D 


eixo menor de comprimento 2 


passando por (3, 2) 


21 excentricidade A vértices MO, + 4) 


22 excentricidade i vértices no elxo-x, passando 
por (1,3) 


i 1 
23 Interceptos-e 42, — interceptosy +7 


24 interceptos-a + intercoptas-y 24 


tale 


25 O arco de uma ponte é semi-elíptico, com eixo 
maior horizontal. A base do arco tem 10 metros e 
a parte máis alta está a 3 metros acima da rodovia, 
conforme figura. Determine a altura do arco à 2 
metros do centro da base. 


26 Suponha que o comprimento do eixo maior da 
écbita da Terra soja de 186.000.000 milhas, com 
excentricidade de 0,017. Determine, a menos de 
1.000 milbas, as distâncias máxima e mínima da 
Terra ao Sol. 


27 Um segmento de comprimento a + bsemovecom 
seus extremos À e B sempre sobre os eixos coor- 
denados (ver figura). Prove que o ponto P descre- 
ve uma elipse, 


Ay 


28 Umu elipse tem um vértice morigeme focos F (p, 
Qe F(p + 2c, 0), conforme figura Seo foco Pé fen 
e (x, y) pertenco à elipse, mostre que tim y? = 4px. 
Dee 
(Assim, uma parábola pode ser considerada como 
uma elipse cont “um dos focos no infinito”) 


Ay 
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29 Ref, Figura 4,56 do Capítulo 4, Em um sistema 
mola-mossa, a energia total E (a soma da energia 
potencial e da energia cinética) é dada por 
E = Ev? + iue onde x 6 o deslocamento da 
massa m a partir da posição de equilíbrio, v é a 
velocidade da massa e bé a constante da mola na 
lei de Hooke. 


(a) Para uma velocidade inicial e deslocamento 
dados, a energia total do sistema é constante. 
Mostre que v e x estão relacionados por uma 
equação cujo gráfico é uma elipse e ache os 
comprimentos dos eixos maior e menor, 


(b) Ache uma relação entre a área A da elipse em 
(a) e a energia total E, 


30 De um ponto P no circulo x y! 5 4, traga-so um 
segmento PQ perpendicular ao diámetro AB, de- 
terminando-se o ponto médio M (ver figura). De- 
termine a equação da coleção de todos esses 
pontos médios M, e trace o gráfico. 


AY 


31 Sc tangentes à elipse 9x? + 4y?= 36 se interceptam 


sobre o eixo-y no ponto (0, 6), ache os ponlos de 
.tangéncía. 


32 (a) Mostre que o comprimento C da elipse de 
equação Cie + (16%) = 1 é dado por 


d 
O af, Yi = e sent 0 da 


onde e é a excentricidade. (Trata-se de uma 
integral elíptica, que não pade ser calculada 
com os métodos do Capítulo 9.) 


(b) O planeta Mercúrio percorré uma órt 
tica com e =0,206 ea =0,387 UA, Usca parte 
(8) ea regra de Simpson, conii = 10, páraobter 
uma aproximação do coniprimento:da debi 


(c) Ache as distáncias máxima e mínima de Mer- 
cúrio ao Sol. s 


Exeres. 33-34: Determine as equações da tangente e 
da normal à elipse do ponto P. 


33 $2 24 556; P(-2,3) 
34 92 45 «725 PQ,3) 


35 Ache o volume do sólido gerado pela revolução, 
em torno do eixo-x, da região delimitada pela 
elipse bx! A aóy! = ab? 


36 Facao Exercicio35 coma região girando em torno 
do eixo-y. » x 

37 A base de um sólido 6 uma região detimiitada por 
uma elipse de eixos maior e menor com compri- 
mentos de 1669, respectivamente, Acheo volume 
do sólido, se tada secção transversa por üni plano 
perpendicular ao eixo maior tem a fornia de um 
quadrado, 


38 Faça o Exercício 37 se a seção transvi 
forma de um triângulo, e 


39 Um modelo comum para os membros Rentanos é 
a tronco de cone elíptica exibido Wurt à 
seguir, onde as seções transversus perpétidículures 
ao eixo do tronco são elípticas e têm à mesma 
excentricidade, Para os membros humanos, à ex- 
centricidade típica varia de 0,6 a valores próximos 
a 1. Se k = a fb, = afb, e se L é o comprimento 
do membro, mostre que o volume V é dado pela 
equação 


Ys G alski + 08, + d) 


a e b, se dois lados do retângulo devem ser parit- 
lelos ao eixo maior. 


43 Prove que sea normal a um. ponto P(x, y,) de uma 
elipse passa pelo centro da elipse, então a elipse é” 
um círculo. 


44 Estabeleça a propriedade reflexiva da elipse mos- 
trando que a = m Figura 12.22. 


Xixercs, 45-46: Grafe, no mesmo sistema de eixas, as 
] ` elipses dadas. (a) Estime seus pontos de intersecção. 
40 A base de um cone elíptico reto tem eixos maior e (b) Estabeleça uma integral para aproximar a área 
menor de comprimentos Za e 2b, respectivamente. interior comun às duas elipses. 
Determine o volume, se a altura do cone é À. ` 


] x x 
41 A forma da superfície da Terra pode ser aptoximada Ss 1º 543 49 
fazendo-se girar em torno do cixo-x a elipse [72] 790 , ` 


+0) = 1, coma=638kmeb=6356km ue E PANE: a 
Aptoxime a área da superfície a menos de 10º km?. 39 ATO O M *287 


(Sugestão: Use (6.19) com f (x) = VI QU, 
e faça a substituição n = (b/a)s). 


42, Ache as dimensões do retângulo de área máxima 
que pode ser inserito em uma elipse de semi-cixos 


12.3 HIPERBOLES 
A definição de hipérbole Sanálogañde elipse. A única diferença 
é que, em lugar de considerarmos a soma das distâncias a dois 
pontos fixos, tomamos à diferença. 
Definição (12.9) |; go conjunto todos os pontos de om plano, 


ais qué a dil de sitas distâncias à dois pontos fixos do. 
plano (os foros) é constante, : 


Para determinar uma equação simples de uma hipérbole, 
escolhemos um sistema coordenado com focos em F (e, 0) e 


` do-nos à Figura 12.23, vemos que um ponto P (x, y) pertence à 
hipérbole se e somente se, 
AP) de, F) = 2a 
ou d(P, F) - (P, F*) =2a 
Para hipérboles (ao contrário de elipses) necessitamos de 
a «c para obter pontos da hipérbole que náo estejam sobre o 
. eixo-x, pois, se Péum tal ponto, então, pela Figura 12.23, vemos 
Figura 12,23 que : 


dip, F) < dE’, F) è dP, E’) 


-F*(- c, 0) e denotamos por Zaa distância (constante). Referin- ` 
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porque o comprimento de um lado de ura triángulo é sempre 
menor do que a soma dos outros dois, Analogamente, . 7 


d(P,F ') < d(F’, F) + d(P, F) { 
Formas equivalentes das duas desigualdades anteriores: 
d F)-dPF')sd(PSF) 
e diP, F?) -d(P, F) e «(F?, F) 


Como as diferengas nos membros esquerdos dessas desigualda- 
des são ambas iguais a 2a, e como d(F °, F) = 2c, as duas últimas 
desigualdades implicam 2a < 2ce,008«c. . 


As equações dE. F*) d, F) 2a e (P, F) - (P, F » 
= 2a podem ser substituídas pela equação (única) 


IPM - (P, F°) = 2a 


Aplicando a fórmula da distância para achar d(P, F} e dp P "s 
obtemos a equação da hipérbole 
GOT OF - rd + G - Gr |» 2a 


Com o mesmo tipo de simplificação usado na dedução da 
equação da elipse, podemos escrever a equação precedente 
como 


2 2 
Eta r1 
e dd 


. Fazendo, nesta equação, 


Pa cio com D» 0j Qs 

obtemos ' i 
Xx oy , 

EUR” H 0 


Mostramos que as coordenadas de todo ponto (x, y) da 
hipérbole da Figura 12.23 verificam a última equação. Recipro- 
camente, se (x, y) é uma solução daquela equação, então, inver- 
tendo o raciocínio, vemos que o ponto (v, y) pertence à^ 
hipérbole, 


Aplicando testes de simetria, vemos que a hipérbole é 
simétrica em relação a ambos os eixos e à origem. Osintercep- * 
tos-x são + e. Os pontos correspondentes Via, Oe V '(-a,0) 
sáo os vértices, e o segmento V 'V é o eixo transverso da 
hipérbole. A origem é o centro da hipérbole. O gráfico não tem 
intercepto-y, pois a equação — y?/0? = 1 não tem solução. 
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Teorema (12.10) 


Tudo o que se disse pode resumir-se da seguinte forma: 


H gráfico da equação 


Resolvendo à equação (0/8) - QD) = Lem relacio ay, 
obtémos 


ys Ma 


Não há pontos (x, y) no gráfico sex? — < O ou, equivalentemente, 
sà-a«x <a. Há pontos Px, y) uo gráfico sex a aou x 5-0 


A reta y = (b/o)x é uma assíntota da hipérbole, porque a 
distância vertical p (x) entre O ponto P (e, y) da hipérbole e o 
ponto correspondente P'(x,y,) da reta tende pata O quando x 
tende para infinito. Para prová-lo, notemos que, sex > 9, então 


pts) = 2, - MI = = ho -vV a) 


Pode-se mostrar, racionalizando O numerador, que 


"EUER 
Logo, fem, p ln dica g 


Analogamente, lim p (x) = 0. Pode-se mostrar também que a 
Amm i 
reta y = (-b/d)x é assíntota da hipérbole no Teorema 12.10. 


As assíntatas y = & (b/ayx servem de guia para o traçado do 
gráfico. Uma toma conveniente de tragar as assíntotas é grafar 
primeiro os vértices Vía, 0), V "Ga, 0) e os pontos Ww, b) 
W *(0, — 5) (ver Figura 12.24).0 segmento W >, de comprimento 
25,60 eixo conjugado da hipérbole. Traçando-se retas horizontais 
e verticais pelos pontos extremos dos eixos conjugado c transverso, 
respectivamente, então as diagonais do retângulo resultante têm 
coeficientes angulares b/a € — b/a. Assim, prolongando essas diae 
gonais, obtemos tetas de equações y = (= b/a)x. Traga-se então à 
hipérbole conforme Figura 12.24, usando asassíntotas como guias. 
As duas curvas que integrama hipérbole são os ramos da hipérbole. 
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iy 


w(0,-b) 


a 

Pb 

i 

` Figura 1224 

$ 

io 

i EXEMPLO 1 

i Discuta a equação 9x? — 4y* = 36 e trace o gráfico. 
3 SOLUÇÃO 

: | d Dividindo ambos os membros por 36, obtemos E 
: 2 2 

i CODE 


que tem a forma indicada no Teorema (12.10), com i246 
b’ «9.Logo,a2eb - 3.0s vértices (2, 0) e as extremidades 
(0, + 3) do eixo conjugado determinam um retángulo cujas- 
diagonais (prolongadas) nos dão as assíntotas, A Figura 12:25 

exibe o gráfico da equação. 


As equações das assíntotas y = + 3x, podem ser obtidas 
apelando para o gráfico ou para as equações y = & (b/a)x. 


Para achar os focos, calculamos 


¿adria dr 9213 


Assim, e = vVI3 eos focos sio (= viš, 0). 
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Figura 12.26 


Ay 


O exemplo precedente mostra que, na hipérbole, nem 
sempre se verifica a > b, como no caso da elipse. Na realidade, 
podemos ter a « b, a» b ou a b. 


EXEMPLO 2 


; Uma hipérbole tem vértices (+ 3, 0) e passa pelo ponto P (5, 2). 


Ache sua equação, focos e assíntotas.. 
SOLUÇÃO 


Começamos esboçando uma hipérbole que passa pelo ponto 
P (5, 2) c tenha vértices (+: 3, 0) (Figura 12.26). 


A equação da hipérbole tem a forma 


Como P (5, 2) pertence à hipérbole, as coordenadas x é y veri- 
ficam a última equação, isto é, ` 


Resolvendo em relação a b? temos b? = A e assim a equação 
desejada € 


ou, equivalentemente, — x^—45* «9. 
Para achar os focos, calculamos primeiro 


= SÉ 2.5 
GET EE 941-7 


Logo, c = vê = 2.8, e os focos são (298, 0. 


_As equações gerais das assíntotas São y = s: (b/a)x. Fazen- 


doa=3 & ba 3, obtemos y - zix. 


Seos focos da hipérbole são os pontos (0, +c) no eixo-y, eritão, 
pelo mesmo argumento anterior, obtemos o teorema seguinte, 


Cap.12 Tópicos de Geometria Analítica 143 


Teorema (12.11) 


O gráfico dá equação . 


Para a hipérbole do teorema precedente, os pontos extre- 
mos do eixo conjugado são W(b, 0) e W '(— b, 0). Obtemos as 
assíntotas como anteriormente, utilizando as diagonais do retân- 
gulo determinado por esses pontos, os vértices e retas paralelas 
aos eixos coordenados. O gráfico € o da Figura 12.27. As 
equações das assíntolas são y = + (a/b)x. Note a diferença entre 
estas equações e as equações y = + (b/a)x das assíntotas da 
hipérbole considerada anteriormente, 


EM 


Wb, 0) 


Figura 12.27 


. EXEMPLO 3. 


Discuta a equação aya = 1 e trace o gráfico. 


ra e 


El 


EX 
Aem Su Heus 


se, 


E 
ÉS 
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SOLUÇÃO 


Podemos chegar à forma do último teorema escrevendo a equação 


e , 3 
c Assim, EH Pai, datb 
e conseqüentemente 
L ZG 
asg buy. e 


Os vértices são (0, +1), os focos são (0, + V372), e os pontos 
extremos do eixo conjugado são (4: 42/2, 0). O gráfico é o da 
Figura 1228. ` 


Para obter equações das assíntotas, podentos usar y =+ (a/bix, 
obtendo y = &(V2/2yx. 


Tal como no caso da elipse, podemos utilizar translagóes 
de eixos para generalizar nosso trabalho, Esta técnica é ilustrada 
pelo exemplo seguinte, 


EXEMPLO 4 


Discuta a equação 9x? — dy? — 54x — 16y +29 =0 e esboce o 
gráfico. 


SOLUÇÃO 
Dispomos nosso trabalha da seguinte forma: 


Ye Ge )- 44 dy ) = 29 
MP > Gc 9) 4? + dy + 4) = 29 + 81 ~ 16 
9(x - 3f — 4(y + 2È = 36 
&-3P Ql 
4 9 


Esta equação é da forma 


GE vi. 
479 


com x' «x -3 ey! =y +2. Assim, transladamos os eixos xe y 
para a nova origem C(3, — 2). O gráfico é uma hipérbole com 
vértices no eixo-x* (a reta y == 2) 6 


4354, b* 29, c'«a* «b? 13 
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Logo, 
4-22, ba3 c VIB 


Como se vé na Figura 12.29, os vértices são (3 2, —2; 
(5, - 2) e (1, — 2). As extremidades do eio conjuga 
(3, - 2 £ 3), isto é, (3, 1) e (3, —5). Os focos são (3 + VIS; 
e as equações das assíntotas são 3 


Os resultados das três últimas seções indicam queo gráfico 
de toda equação da forma : 


Ax! e Cy! + Dx + Ey & F0 


é uma cónica, com exceção apenas de certos casos degenerados 
em que se obtém um ponto, uma ou duas retas, ou nenhum 
gráfico. Embora tenhamos considerado apenas exemplos espe- 
ciais; nossos métodos são absolutamente gerais, Se À e C são 
iguais e distintos de Q, então o gráfico, quando existe, é um 
círculo ou, em casos excepcionais, um pónto, Se À e C são 
diferentes mas têm o mesmo sinal, então, completando quadra- 
dos e fazendo uma translação adequada de eixos, obtemos uma 
equação cujo gráfico, quando existe, é uma elipse (ou um ponto). 
Se A e C têm sinais opostos, obtém-se a equação de uma 
hipérbole ou possivelmente, no caso degenerado, duas retas que 
se interceptam. Se A ou C (mas não ambos) € 0, o gráfica é uma 
parábola ou, em certos casos, um par de retas paralelas. 


Concluiremos esta seção com algumas:aplicação 
pérboles. 


EXEMPLO 5 


A estação A da Guarda Costeira está a 200 milhas ditetanicate 
a leste de outra estação B. Um navio percorre uma reta paralela 
& reta que une A a B, e a 50 milhas ao norte dela. Emitem-se 
sinais de rádio de À e B à razão de 980 ft/tsec (microssegundo). 
Se, à 1:00 p.m., o sinal de B chega ao navio 400 p seg após o 
sinal de A, localize a posição do navio naquele instante. 


SOLUÇÃO 


Introduzamos um sístenta de coordenadas conforme a Figura 

12.31), com as estações nos pontos À e B no eixa-x e o navio 

em P na reta y = 50, Como à 1:00 p.m. o sinal de B leva mais 

400 useg do que o de À para chegar, a diferença d, — d, entre as 
“distâncias indicadas naquele instante é 
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d, — d, = (9S0)(400) = 392.0007 
Dividindo por 5.280 (fmi), obtemos 


392.000 


d = d = T egg 


= 7472424 — mi 


A 1:00 p.m., o ponto P está no ramo direito de uma hipérbole 
cuja equação é Ge) --(y?/b*) = 1 (ver Figura 12.30(ii)), con- 


sistindo em todos os pontos cuja diferença das distâncias aos * 


focos B e À € d-d, Na dedução da equação (ice) 
—(y*/b*) == 1 fizemos d — d, = 2a; segue-se que, na situação 
presente, 


WI 


Figura 12.30 


EE KC 2311212. e és 1378 


Como a distância c da origem a qualquer um dos focos é 100, 
b? = e? des 10.000 — 1.378 ou b^» 8.622 


Logo, 8 equação (aproximada) da hipérbole de focos A e B.e 
que passa por P é 
GE 
1378 8.622 
Fazendo y = 50 (a coordenada-y de P), obtemos 


2 Am. 
1378 8.622 


1 


Resolvendo em relação a x, obtemos x «42,16, Arredondando 
para a milha mais próxima, obtemos, para coordenadas de P, 
` (42, 50), aproximadamente. | 
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Figura 12.31 


A base do sistema de navegação LORAN (Long Range 
Navigation) é uma extensão do método utilizado no Exemplo 5. 

- Este sistema compreende dois pares de rádiotransmissores, tais 
, à como os situados em T, 7 "e S,S * na Figura 12,31. Suponha 
: que os sinais emitidos pelos transmissores Te T.’ cheguem ao 


* usar a diferença entre os tempos de chegada dos sinais para 

determinar a diferenga nas distáncias de P.a Te T?. Assim, P 

está em um ramo de uma hipérbole com focos em Te T’: 

Repetindo o processo para o outro par de transmissores, vemos que 

P também está em um ramo de uma hipérbole com focos em S e 
S `. A intersecção desses dois ramos determina a posição de P. 


No próximo exemplo empregamos uma integral definida 
para determinar o volume de um sólido de revolução obtido a 
partir de uma região que tem uma hipérbole como parte de sua 
fronteira, 


EXEMPLO 6 


A região delimitada pela hipérbole de equação (/a?) 
— (y'/D?) = 1 e por uma reta vertical por um dos focos gira em 
torno do ejxo-x. Ache o volume V do sólido gerado. 


SOLUÇÃO 


A segião e o sólido de revolução estão ilustrados na Figura 
12.326). O ponto Po, 0), com c = Va” 3 E^, € um foco da 
- hipérbole. Conforme Figura 12.32(1)), consideremos o disco 
gerado por um retângulo vertical de altura y e largura dx. O 
volume do disco é sy? dx. 


0 dy 7 a 


Figura 12.32 


radiorreceptor de um navio lócalizado em um ponto P. Pode-se. 


i 
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. D 
Aplicando o operador timite de soma Í , obtemos 
a 


vaf odon oe 


à Sue — 36) - a(d - 38) 
= Ze TE P - 20) + 2d] 


A superfície do sótido no Exemplo 6 é parte do Aiperboldide 
gerado pela revolução de toda a hipérbole em torno do eixo. 
Estudaremos detalhadamente os hiperbalóides no Capítulo 14, 


Uma hipérbole goza de propriedade reflexiva análoga á da 
elipse, estudada no fim da Seção 12.2. Como ilustração, seja l a 
tangente em um ponto P de uma hipérbole de focos F e Fº, 
conforme Figura 12.33. Se o é o Angulo agudo entre ^P el, c 
se B éo ângulo agudo entre FPe l então a= $. Dirigindo-se um 
raio de luz ao longo da reta à, para F, ele se refletirá em P 
segundo a reta L para P", Esta propriedade é utilizada. na 


construção de telescópios do tipo Cassegrain (ver Exercício 43). 


Figura 12.33 
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EXERCÍCIOS 12.3 


Exeres, 1-18: Ache os vértices e os focos da hipétbo- 
le, Trace a gráfico, exibindo as assíntatas e os focus. 


2 2 

Y ru. 
2 67173 

x oy 
4 49716 E 
6 2-2 *=8 
8 y'-165-1 


10 4y-Aj si 
1i 33-y'2-3 12 16-36 51 
13 2553 - 16? + 250x + 32y 100 5 0 
14 y? - 4d 12y Grt 1650 

| 38 4y - x t 40y - 4x 60-0 
16 2552-9)? + 100% ~ S4y + 1050 
17 99 2-36) + 120-360 
18 4d - y 4 32x -y £49 50 


Exeres, 19-28: Ache a equação da hipérbole que tem 
centro na origem e verifica as condições dadas. 


19 Focos PO, + 4) vértices V(O, + 1) 
20 Focos F( 8, 0) vértices Va 5, 0) 
21 Focas FGe5,0) vértices Ha 3,0) 
22 Focos F(0, x 3) vértices WO, + 2) 


23 Focos F(Q, + 5) comprimento docixo 
conjugado 4 


24 vértices Hir 4, + 1), passa por (8,2) 
25 vértices (23,0) — assíntotas y = + 2x 


26 facos F(0, « 10) assíntotas y = + dy 


27 intezceptos-rs 5 assíntolas y = 2x 


28 interceptos-y: 2 — assíntolas y = six 


29 Os gráficos das equações . 


2 fE o 
T am = 1 = . = 
Qo rs get 


AA ANI 


são chamados Aipérholes conjugadas. Trace os 
gráficos delas no mesmo plano coürdenado, com 
a =5 e b = 3. Descreva a relação entre oe dos 
gráficos. "ET 


30 Em 1911, o físico Ernest Rutherford (1 
descobriu que quando partículas alfa så 
para o núcico de um átomo, elas são eventiáime 
te repetidas do núcleo segundo tima trajetót 
perbólica. A figura ilustra a trajetória de uma 
partícula que se encaminha para a origem ao longo 
da retay = ix e chega a 3 unidades do núcico. 


Determine a equação de trajetória. 


Núcleo Particula Alfa 


x 


31 Um navio segue um curso paralelo a uma costa 
retilínca, 2 100 km desta, O nagio emite um pedido ` 
de sacorto, que é recebido pola Guarda 
nas estações Á e B, localizadas à distànci 
km uma da outra, conforme figura: Medindo 
diferença entre os instantes de tecepção dos sinais 
constata-se que o navio está 160 km mais prós 

- de 8 do que de A. Onde está o navio? 


y 
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32 Conforme Exemplo 5, Seção 12.2. Prove que a 
equação da tangente ao gráfico da hipérbole 
(ia) O) = 1, Em Pe, yy) É 


33 Se duas tangentes à hipérbole Oe — y? = 36 se 
interceptam sobre..o eixoy.em (0, 6), ache os 
pontos de tangência, 


34 Ache a equação de uma reta por P(2,- 1) tangente 
à hipérbole x? — 4y? = 16. 


Exeres. 35-36: Determine as equações da tangente e 
da normal à hipérbole no ponto P. 


35 232 -5)-3; P(-2,1) 
36 3y! 2:3 = 40; P(2,-4) 


Esercs. 37-38: Seja R a região delimitada pela hipér- 
bole de equação b*x? — ay? « di e uma reta vertical 
por um foco. 

37 Ache a área da regio R. 


38 Ache o volume do sólido gerado pela revolução 
de R em tomo do eixo-y. 


39 Seja R a região delimitada pelo ramo direito da 
hipérbole? — y^: 8 e pela reta vertical pelo foco. 
Ache a área da superfície curva do sólido gerado 
pela revolução de R cm torno do eixo-x. 


40 Mostre que o vértice € o ponto de um ramo de uma 


hipérbole mais próximo do faco associado àquele- 


ramo. 


41 Alguns cometas percorrem trajetórias hiperbóli- 
cas tendo o Sol como um dos focos (ver figura). 
Se a equação da trajetória de um cometa é 1204 
24x — 4y! + 9 D qual é a menor distância 
(aproximadamente) em UA entre o cometa e o 
Sol? (Sugestão: Ver Exercício 40.) 


y 


Cometa 


Sol z 


42 Estabelega a propricdade reflexiva da hipérbole 
mostrando que « = D na Figura 12.33. 


43 O telescópio Cassegeain (que data de 1672) utiliza 


as propriedades reflexivas de parábola e hipérbo- 
Je. A figura exibe parte de um espelho parabólico 
com foco em P, e eixo ao longo da reta L e um 


segundo espelho hiperbólico com um foco om. : 


bém em F, e o eixo transverso ao longo de L. Para 


onde convergem afinal os raios de luz paralelos a0- :- 


eixo comum? 


| [| 


Espelho hiperbólico| 


Espelho parabólico 


44 Sejala tangente em um ponto P de uma hipérbole 
. (ver figura). Se } intercepta as assíntotas em Q e 
R, mostre que P é o ponto médio de OR. 
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"Exercs. 45-46: Grafe, no mesmo sistema de eixos, as 
hipérboles dadas, (a) Estime o ponto de intersecção no 
primeiro quadrante. (b) Estabeleça uma integral para 


as NR, 
Lë 05 WS 


x 


Figura 12,34 


Fórmulas de rotação de eixos 
2.7. 0242) 


(ACA ui 


aproximar a área da região do primeiro quadrante deli- 27 53 
mitada pelas hipérboles e por um eixo coordenado. 


"PIRA m 


Q2 Qi 
2 (y-035.. 
09 21 


12.4 ROTAÇÃO DE EIXOS 


Podemos obter o plano-x"y” usado em uma translação de eixos 
levando a origem O do planowy pata uma nova posição CU, H 
sem alterar as direções positivas dos eixos nem as unidades de 
comprimenro. Introduziremos a seguir um novo plano coordenado 
obtido mantendo-se O fixo e girando os eixos x e y em torno de O 
para unta outra posição, denotada porx' e y”. Uma transformação 
deste tipo é uma rotação de eixos. - 


Consideremos a rotação de eixos da-Figura 12,34 e seja 
$ o ângulo agudo da rotação do eixo-x positivo, à fim de 
coincidir com o eixo-x* positivo, Se (x, y) são as coordenadas 
de um ponto P no plano-xy, então (x*, y”) ser&o suas coordena- 
das no novo plano-x^y". 


Denotemos como na Figura 12.34 as projegóes de P nos 
vátios eixos, e seja O o ángulo POQ '. Se p = d(O, P), então 
ES x'«pcos8 y'epseno 
X peos (0-0): yepsen(9à)- 
Aplicando as fórmulas de adição do seno e do cosseno, ventos que 
x = p cos cos q —p sen O sen é. 
y =p sen cos $ + p cos O sen ġ 


Comox’ = p cos Be y” = p sen 8, temos (i) do próximo teorema. 
As fórmulas em (ii) podem ser obtidas de (3) resolvendo-se em 
relagáo a x? e y”. 1 4 


= 


SET 


Figura 12,35. 


EXEMPLO 1 


A Figura 12.35 ilustra o gráfico de xy = Lou, equivalentemente, 
y =1/x. Giram-se os eixos coordenados de um ángulo de AS", 
Ache a equação do gráfico em relação ao novo plano-x^y'. 


SOLUÇÃO 


Fazendo $ = 45º nas fórmulas (12.12)(3) de rotação de eixos, 
obtemos: - 


y (E) er() E po +y) 


Substituindo na equação xy = 1, obtemos 


Ze -y) Eq +y)=1 


Tsto se reduz a 
QE DP, 
2 2 


que é a equação de uma hipérbole com vértices (4 V2, 0) sobre 
o elxo-x". Note que as assíntotas tem equações y” = sx” Ho novo 
sistema; estas correspondem aos eixos x e y originais. 


O Exemplo 1 ilustra um método de eliminação do termo 
em xy de uma equação, Este método pode ser empregado para 
transformar qualquer função da forma ` 


Ar Bxy + Cy! + Dx + Ey+F=0 


com Be, em uma equação em x’ e y? que não contenha termo 
emy”. Isto é sempre possível, como passamos a demonstrar. 
Girando os eixos de um ângulo ẹ e utilizando as fórmulas 
(12.123) de rotação de eixos para substituir x e y, obtemos 


Atetcosp-p' sen y + Div cos $ — y' sen d) (s^ sen q + y" cos $) 
+ COX sen d +y’ cos G? Di cos à — y” sen à) 
+ Es sen y + y' cos Q) + F=0 


. Bfetuando as multiplicações e reagrupaado os termos, podemos 


escrever a equação na forma 


A'Y +B uy COPD PAE y AE 


be 
i 
l 
i 
H 
H 
4 
i 
H 
i 
| : 
i 
E 
i. 
1 
H 
i 
i 
L 
PO 
i 
i 
i 
i 
f 
i 
i 
H 


i 
i 
i 
i 
i 
i 
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com 


A’ aA cos h+ B cos o sen  & C sen? 


B?’ =C - A) sen $ cos à + B(cos? $ — sei d) 


C?’ «A sci? $—B sen $ cos +0 costo 
D'=Dcosp+Esenó 
E's-Dsend e Ecos 
Far 


Para eliminar o termo em x'y', devemos escolher A tal-que 
B'al,istoé 


2(C - A) seu $ cos à + Blcos?  —sen? q) = 0 


Com as fórmulas do ângulo duplo, esta equação pode 
escrever-se como 


i i (C -A) sen 24 +B cos 249 «0 
que é equivalente a 


` cotg 20 = LA 


Isto prova o próximo resultado, 


Teorema (12.13) 


O gráfico de qualquer equação em x e y do tipo apresen- 
tado no teorema precedente é uma cónica, a não scc em casos 
degenerados. 


Ao utilizar o teorema precedente, note-se que sen 29 > 
O, pois 0º < 24 < 180º. Além disso, como cot-2p = cos 24 / 
sen 24, os sinais de cot 24 e cos 2) são sempre os mesmos. 


EXEMPLO 2 


“Discuta a equação 41x? -- 24xy + 34y?— 25 « O e trace o gráfico. 
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Ay 
y 
x 


N VA Yt 


Figura 12.36 


"Teorema de identificagáo 
` (12,14) 


SOLUÇÃO 
Com a notação do Teorema (12,13): 
A =å], B=-2, C=34 


4-3 1 


coig 29 = -24 ES 


Como cot 24 é negativa, escolhemos 20 tal que 90° < 2$ « 180"; 
e, conseqüentemente, cos 24 = — $ Aplicamos então as fór- 
mulas do ângulo metade, obtendo 


eA 
sen Y = ineo do, 2-CE)O, 


ETR [Lico é LE Ps 


Assim, as fórmulas de rotação de eixos procuradas são 


KÉ? a > , 
x= gx -ty DEE EN 
Após substituir vey snequacio dada simplificar, chegamosdeguação 
Fry 


O gráfico é, pois, uma elipse com vértices em (Ł 1,0) no eixo-x*. 
Como tg $ = sen dcos $= (3/0) = $, obtemos $ arc. tg à. 


Com aproximação de 1 minuto, à - 538. O gráfico é o da 
Figura 12.36. 


o próximo teorema dá regras que permitem identificaro 
tipo de cónica antes de efetuar a rotação de eixos. 
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DEMONSTRAÇÃO 


Girando os eixos x e y de um ángulo $ com auxilio das fórmulas 
de rotação de eixos, obtemos 


AG PBP CY e DRE Y eFI =Q 


Com as fórmulas de 4',B ' e C * citadas anteriormente, pode-se. 


mostrar que 
(B'Y-44'C' = B-4AC 
Para uma rotação adequada de eixos, obtemos B' =0 e 
A'QPY e COPY & D'x! +EP &F'«0 


A não ser em casos degenerados, o gráfico desta equação é uma 
elipse se A'C' » 0 (A' e C’ têm o mesmo sinal), uma hipérbole 
se A'C' « 0 (4? e C têm sinais opostos) ou uma parábola se 
AC =0 (ou 4? = 0 ou C' = 0). Entretanto, se B’ = 0, então 
B*—4AC 5 — 4A'C', e, assim, o gráfico é uma elipse se 


+ 82-44 C <0, hipérbole se B?-- 44 C > 0, ou uma parábola se 


B*-4AC «0. 


A expressão B? — 44 C é chamada discriminanteda equa- 
são no teorema de identificação (12.14). Dizemos que este 
discriminante é invariante sob uma rotação de eixos, porque 
permanece inalterado em qualquer rotação. 


EXEMPLO 3 


. Aplique o teorema de identificação (12.14) para determinar se 


o gráfico da equação . 

Aix? — 24xy + 34y? —25 «0 
é uma parábola, uma elipse ou uma hipérbole. 
SOLUÇÃO 


A equação já foi estudada no Exemplo 2, onde fizemos uma rotação 
de eixos. Como Á = 41, B =-24 e C = 34, o discriminante € 


BI-SAC = 516 — (4334) = -5000 « 0 


Logo, pelo teorema de identificação, o gráfico é uma elipse, 


Em alguns casos, após eliminar o termo em xy, pode ser neces- 


sário transladar os eixos do sistema xy” para obter o gráfico, 
conforme ilustrado no próximo exemplo. 
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EXEMPLO 4 KEE y! 2225 


6 12 15 + 20x = 4V5 x + 843 y = 100 =0 
4 16% 2dxy + 9y*- 60% - 80y + 100 = 0 

8 

9 


Discuta a equação e trace o gráfico. 13 32:3 T23y + S3y?=80 


1 É 242 WT xy + 3y + 843 - 8y £ 3240 
Së SOLUCÁO 
ComA =1,B = 2vã e C = 3, vemos que 


Ary e 4y! 6VT x 1843 y +45=0 Exeres. 14-16: Trace o gráfico da equação. 
40:3 36xy + 25y? - 8 VIS x - 12 V13 y «0 


10 1837 - 4&xy + 82? e 6 VIG x 42410 y - 80 «0 


14 Lb 13g £y - 29:19 


15 2433 do t Lsy- dx 


Bi-4AC 2 12-1240 db + 643 xy ~ y? + ër -8V3y - 1220 


Peto teorema (12.14), 0 gráfico é uma parábola, 


Para fizer uma rotação de eixos, calculamos 


A-C 1-3 i 
ctg 2 = = “Ty 


12.5 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exeres. 1-16: Ache os vértices e os focos da cônica e 
trace o gráfico. 


1 P=64 


21 elipse com vértices HD, + 10) e focos P(0, + 5) 
22 hipérbole com focos F(s 10, 0) e vértices Ma 5, 0) 


Logo, 2 = 120",4 =60",0 23 hipérbole com vértice VOO, + 6} e assíntotas y e 9x. 
go, 24 = 120,9 =08, 


2 y=8d+320+ 33 


15 metros de largura e 10 metros de altura possa 


S assar com segurança sob o arco (ver figura). ` 
4 10 x=2y+8y+3 P d 
conduzidos a 


11 Ada 924 DAc- 36 3650 (a) Ache a equação do arci 


oy " a : 
Ate Lë 43240 (5) Dê umaaproximação dá altura do a 


12 4à - y! 40 By 8950 - da ponte 


Qu, equivalentemonte, 


24 elipse com focos Fx 2, 0) e passando por 
p 
sen q = YÀS cos aui 3 9 144-160 PO, 42) 
2 Ge? e : 
i 4 9 =144+ 16? 25 elipse com excentricidade á e extremidades do 
-As fórmulas (12.12)(1) de rotação de eixos são: 25 5 x-y-4-0 eixo menor (+ 5, 0) 
3 Aacher ES ya 1 (0-13 y) M 6 250 436p =1 26 elipse com excentricidade $ e focos F(= 12, 0) 
ia Ez ER 2 3 : 
UR f ? 7 25y = W00 27 Deve-se construir uma ponte sobre um rio de 60 
po Be by dete ey) EE EH 
i Ap e x p um navio de. 
` i 9 d 04 Bet 90y-210-0 
Substituindo x e y na equação dada e simplificando, somos i 
i 
E 
1 
Í 
H 


13 y'-8x € frais 
Lef 46" -2) 


i 14 42492-242 dy € 3650 
Figura 12.37 A parábola está ilustrada na Figura 1231, onde cada intervalo i 153-9] +8e+720 
representa duas unidades, Note que o vértice está no ponto (0, 2) E 1 
no plano x'y', e queo gráfico é simétrico em relação ao eixo-y'. i 16-20 t hy t &x-3-0 
Exeres, 17-26: Ache a equação da cónica que verifica 
EXERCÍCIOS 12.4 as condições dadas. 


i Exexes. 1-13: (a) Use o teorema de identificação (12.14) 2 Pay EE 
para determinar se o gráfico da. equação é uma parábola, 3 S)-8gSye9 
uma elipse ou uma hipérbole. (b) Faça uma rotação ade- , : 18 parábola com foco St 4, 0)e diretz A 
quada de eixos para achar uma equação do gráfico no 4 -yty = i 
ey , indicando os vértices. ` 
plano CH e trace o gráfico, indican é 5 ss TO 


17 hipérbole com vértices V(O, + 7) e extremidades 
do eixo conjugado (x 3, 0) 


28 Um ponto P(x, y) está à mesma distância de (4, 0) 
e do círculo aè + y? = 4, conforme figura, Mostre 
que o conjunto de todos esses pontos constituem 
um ramo de hipérbole e trace o gráfico. 


19 parábola com foco F(0, — 10) e diretriz y + 10 
i 20 parábola, com vértice na origem, simétrica em 
A à = dër = 0 i D d gent, ab 
ph ay yt) dy H relação no eixo-x, e passando por P(5,— 1) 


PRE 


LLENAS 
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28 


29 Ache equacóes da tangente e da normal à hipérbole 
Ax? 9y? — 8x + Gy ~ 36 = 0 no ponto P(- 3, 2). 


30 Tangentes à parábola y = 2x4 3x + 1 passam polo 


ponto (2, — 1). Ache ascoordenadas-x dos pontos: 


detangéncia.: 


31 Próve que há exatamente-uma reta de coeficiente 
angular-dado:s:tangente:A parábola x= 4py e 
mostre que sua equação é y = mx = pad 


32 Considere a elipse pax: qy = pg, com p.» 0.e 
q > 0. Prove que se m é tin número real, há exata» 
mente duas retas de coeficiente angular sm tangen- 
tes à elipse, e mostre que suas equações são 
y-mx svp qm. 


33 Seja R a região delimitada por uma parábola e a 
reta pelo foco perpendicular ao eixo, e seja p a 
distância do vértice V ao foco F, conforme figura 

`a seguir, Ache a área de R.” ` 


34 Seja R a região delimitada pela parábola 
2 39x + 90 e uma assíntota da hipérbole 


(a) Ache a área de R, 


(b) Ache o volume do sólido gerado pela rotação 
de R em torno do eixo-y. 


35. Uma elipse de sixos de comprimentos 8 e 4 pira. 
em torno do seu cixo maior. Ache o volume do 
sólido resultante. 


36 Um sólido tem por base a região do plano-xy 
delimitada pelo gráfico de x^ + y? = 16, Ache o 
volume do sólido se toda secção transversa por um 


plano perpendicular ao eixo-x é uma semi-elipse 


com semi-eixo de comprimento 5. 


37 Ache o centróide dá regiãono pláno:xy delimitada: e 


pela-hipétbole by? — al = qb. e por umateta 
horizontaly = eporumfoco:: - 2 


38'Use:o discriminante pata identificar o gráfico da: 


equação: (Não é preciso traçar o:gráfica:):".: 
(ata ly dy 6:05 

Q) 33 e zy - y! 2x4 34420 
(Qu - 6x +y ex-3y4 520 


Exercs. 39-40: Use uma rotação conveniente de eixos 
para achat a equação do gráfico em um plano CH", e 
esboce o gráfico, indicando vértices. 


39 x! Z&xy c 165? 212 EE es y «0 
40 Bal + 12xy + 175 —16 V8 x - 1248 y =0 


Capítulo 13 
Sinon CURVAS PLANAS E 
SH COORDENADAS POLARES 


INTRODUÇÃO * 


O conceito de curva é mais geral do que 
o de gráfico de uma função, pois, uma curva 
pode interceptar a si própria à maneira de um 
oito, ser fechada (como é o caso de círculos 


e elipses) ou desenvolver-se em espiral em 
torno:de um ponto. Naverdade, em matemá- 
tica avangadá estudam-se curvas que passam 
por todos;os pontos:de umplano!- . 


As Curvas que estudaremos neste-capítu=.: 
jo estão situadasem um planoxy e gozam:da: : 
propriedade-de-que-as:coordenadas a ey. de 
umponto arbitrário Pda curva podem expres: 
sar-se comb funções de uma variável t, cha- 
mada parámetro. A razão da escolha da letra 
t é que, em muitas aplicações, esta variável 
denota o tempo e P representa um objeto cm 
movimento que está na posição (x, y) no 
instante t. Em capítulos posteriores emprega- 
remos tal representação para definir veloci- -- 
dade, aceleração e outros conceitos — 
associados ao moviménto. 


Nas Seções 13,3 e 13.4 estudamos coor- 
denadas polares e utilizamos integrais defini- 
das para achar áreas delimitadas por gráficos 
de equações polares. Os métodos são análo- 
gos aos desenvolvidos no Capítulo 6. A dife- 


renga fundamental é que, aqui, consideramos 
limites de somas de setores circulares, e não 
de retângulos verticais ou horizontais, ~ 


Encerrando o capítulo, apresentamos 
uma descrição unificada das cônicas em ter- 
mos de equações polares. Tais equações são 
indispensáveis para o estudo de órbitas de 
planetas, satélites e partículas atómicas, 
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13.1 CURVAS PLANAS 


Definigáo (13.1) 


———— d nad 


Se f é uma função contínua, o gráfico da equação y = fo 
costuma chamar-se uma curva plana, Entretanto, esta definição 
é restrita, porque exclui muitos gráficos úteis. A definição a 
seguir é mais geral. 


Uma curva plana éum. conjunto c de pares orden: dos (f (O. 
si, em que fé g são funções contínuas em urti intervalo 7. 


Por simplicidade, referimo-nos.a uma curva plana como 
uma curva. O gráfico de C da Definição (13.1) consiste era 
tados os postos P = (f (9, g (D) de um plano-xy, para tem f. 
Usaremos alternadamente os termos cueva e gráfico de uma 
curva, Dizemos às vezes que d ponto P'O traça a curva C quando 
tvària em f. nM 


A Figura 13.1 apresenta os gráficos de algumas curvas, 
onde / é um intervalo fechado (a, b]. Em (1) da figura, P(a) a 
P(b), e P(a) e P(b) são as extremidades, ou pontos extremos, 
de C, A curva em (i) intercepta a si própria, isto é, dois valores 
distintos de t originam o mesmo ponto, Se P(a) = P(b), como na 
Figura 13.!(11), C é uma curva fechada, Se P(a) = P(D) c C não 
intercepta asi própria em nenhum outro ponto, tal como em (ii), 
então a Figura 13.1 é uma eurva fechada simples, 


(ili) Curva fechada simples 


(1) Curva (H) Curva fechada 
Ay [97 49 
P) 
Pla) =- Plo) 
P(a) = POL 
PO 
rO “o . RO 
x ^ x T x 
Figura 13,1 


Na próxima definição mostramos uma forma conveniente de 
representar curvas. 
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Definição (13.2) 


Seja Cima curva que consiste em todos os pares ordenados 
FO, et, onde fe g são funções contínuas em um intervalo 


L As equações... 3 
seis 


-para t em L são as equações paramétricas de C com 
| parâmetros.: ma ` E 


Referimo-nos à curva C nesta definição como uma curva 
parametrizada; as equações paramétricas constituem uma på- 
rametrização de C. Costuma-se usar a notação 


xaf yog ter 


para indicar o domínio f de fe g. Às vezes, é possível eliminar 
o parâmetro, obtendo-se uma equação familiar em x e y para C. 
Em casos simples, podemos tragar uma curva parametrizada 
grafando os pontos e ligando-os ua ordem crescente de /, con- 
forme ilustrado no próximo exemplo. ` 


EXEMPLO 1 

Trace o gráfico da curva C de equações paramétricas 
xs2,ysü-i;-1xts2 

SOLUÇÃO 


Utilizamos as equações paramétricas para fazer uma tabela de 
coordenadas de pontos P(x, y) de C como segue; 


la 2 0 1 2 3 4 


ES 
ES 
Hi 


Grafando os pontos obtemos o gráfico da Pigura 13,2. As 
setas no gráfico indicam a direção em que P(x, y) traga a curva 
quando t aumenta de - 1 a2. 


Em geral é possível obter uma descrição mais clara do 
gráfico eliminando o parámetro, Resolvendo a primeira equação 
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paramétrica em relação al, obtemost = i x. Levando este valor 
de t na segunda equação, obtemos: 


yo Ga 1 


O gráfico desta equação em x e y é uma parábola simétrica em 


relação ao ejxo-y e com vértice (0, — 1). Todavia, comox=2te , 


— 1 s ts 2, vemos que —2 «x « 4 para os pontos (x, y) de C e, 
assim, C é a parte da parábola compreendida entre os pontos 
(2, 0) e (4, 3), exibida na figura 13,2. 


Conforme indicado pelas setas na Figura 13.2, 0 ponto P(v, y) 
traga a curva C da esqiierda para a direita quando t aumenta. 
As equações paramétricas 


xs-25yz8—1;-2sts1i 


nos dão o mesmo gráfico, todavia, quando t cresce, P(x, y) traga 
acurva da direita para a esquerda. Paraoutras parametrizações, 
o ponto P(x, y) pode oscilar para a frente e para trás, à medida 
que t aumenta. 


. A orientação de uma curva parametrizada C é a direção 
definida pelos valores crescentes do parâmetro. Costuma-se 
indicar a orientação colocando-se setas em C como na Figura 
13.2.Se P(x,y) semove para frente para trás quando raumenta, 
podemos colocar setas 20 longo (mas fora) de C. Como obser- 
vamos, uma curva pode ter diferentes orientações, dependendo 
da parametrização. 


O próximo exemplo mostra que às vezes convém eliminar 
o parâmetro antes de grafar os pontos. 


EXEMPLO 2.” 


Um ponto se move em um plano de tal forma que sua posição 
P(x, y) no instante ? é dada por . 


x=acosí y =0 sent tem R 
onde a > 0. Descreva o movimento do ponto. 
SOLUÇÃO 


Podemos eliminar o parâmetro escrevendo as equações paramá- 
tricas como 


x y 
Ë > cos £ 2 sent 
a. a 
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x=acost,y=a sent tem 


Figura 13,3 


AN 


' segmento de reta OP. 


“EXEMPLOS 0 


` equação para obter Z =x+ 2, substituindo É na segunda equação. 


e usando a identidade cos? + sen? £ = 1 para obter (^ 


xy D : H 
ONO e 
ou Sipag 


Isto nos mostra que o ponto P(x, y) se move no círculo Cderaio 
a com centro na-origem (ver. Figura 13.3). O ponto. está em 
A(a, 0) quando t=0, em (0, a) quando £ = x/2, em (--a, 0) quanto 
t =m, em (0, — a) quando t = 31/2, e de volta em A(a, 0) quando 
tz 2 x. Assim, P percorre o círculo no sentido anti-horário, 
completando uma volta a cada 2x unidades de tempo. A orien- 
tação de C está indicada pelas setas na figura, 


Note que, neste exemplo, podemos interpretar ( geometri- 
camente como a medida em radianos do ângulo gerado pelo 


Trace o gráfico da curva C de equações paramétricas- 


248, y=14+28; em R 
e indique a orientação. 


SOLUÇÃO Para eliminar o parâmetro, usamos a primeira 


“Assim, 
; y=14+2x+2) 
(0) mm 
Ay E A» 
(21) + 
t+ 75 t T AA = >A 
Figura 13.4 o 


E 
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Esta é a equação da reta por P(- 2, 1) e de coeficiente angular 
2, conforme indicado pelo tracejado na Figura 13.4(1). Entretan- 
to, como É = 0, vemos, pelas equações paramétricas de C, que 


xz-248x-2. € y=1+2421 


Assim, o gráfico de C é a parte da reta à direita de (- 2, 1) (o 
ponto correspondente a £ = 0, conforme Figura 13.4(i)). A 
orientação está indicada pelas setas ao longo de C. À medida 
que taumenta no intervalo (os, 0], P(x, y) percorre a curva para 
baixo em direção ao ponto (~ 2, 1). Quando t aumenta em 
[0, co), P(x, y) percorre a curva para cima a partir de (-2, 1). 


Sc uma curva C é descrita por uma equação y =f (x), para 
uma função contínua f é fácil obter uma representação paramé- 
trica de C, a saber: 


xstysfQ) 
onde t está nó domínio de f. Por exemplo, se y = x, as equações 
paramétricas sáo 
xstysPÜitemR 


Podemos usar diferentes substituições para x desde que, 
quando t varia em algum intervalo, x tome todos os valores no 
domínio de f. Assim, o gráfico de y = dé dado também por 


x= PB y=t rem 
Note, entretanto, que as equações paramétricas 
x=sent, y seng £ tem IR 


dão apenas a parte do gráfico y = X5 compreendida entre os 
pontos (- 1, — 1) e (1, 1). 


EXEMPLO 4 


Ache três parametrizações para a reta de coeficiente angular m 
e que passa pelo ponto (x, Yi) 


SOLUÇÃO 


De acordo com a forma ponto-coeficiente angular, a equação da 
reta é 


y-y sm x) 
Fozendox« t, então y y, 7 ut xe obtemosa parametrizacio 


xt y =p tmt- tema 
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X = sen t, y = cos f Q ats 2 
Ay 


Figura 13.5 


Outra representação paramétrica da reta se obtém fazendo 
= t, Neste casa, y — y, = ntt e 


xax tf, yy +ml ton R 


Como terceira ilustração, fazendo x =x, = tg f, então 


xextígh yay +86 


Há, é claro, muitas outras representações paramél 


as pata d 
reta. ` 


Na teoria da eletricidade ocorrem equações paramétricas 
da forma 


x= asen of, y= bcos ut ta 


onde a, b, œ, e œ, são constantes. As variáveis x c y em geral 
representam voltagens ou correntes no instante f. A curva resul- 
tante costuma ser difícil de tragar; todavia, utilizando um osci- 
loscópio e impondo voltagens ou correntes aos terminais de 
entrada, podemos representar o gráfico ~ uma figura de Lissa- 
jous — na tela de um osciloscópio. Os computadores são de 
grande utilidade no tragado desses complicados gráficos. 


EXEMPLO 5 


A Figura 13.5 exibe um gráfico, gerado por computador, da 
figura de Lissajous jm 


a=sen2t,y=c08 405 t=2x 


com as setas indicando a orientação. Verifique a orientação e; 
ache uma equação em x e y para a curva. 


SOLUÇÃO 


Referindo-nos às equações paramétricas, vemos que, quando £ 
aumenta de 0 a 11/2, o ponto P(x, y) parte de (0, 1) e traça a parte 
da curva no quadrante 1 (em uma direção horária, em geral). 
Quando 4 cresce de 1/2 a x, P(x, y) traça a parte do quadrante HI 
(em direção anti-horária). Para r s £ s 37/2, obtermos a parte do 
quadrante IV; e 37/2 « t s 2x nos dá a parte do quadrante H. 


Podemos achar uma equação em x e y para a curva por 
meio de identidades trigonométricas e manipulações algébricas. 
Fazendo x = 2 sen t cos t e elevando ao quadrado, temos 


Y =4sen tcos? t 
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ou 2 = (1 cos? t) cos? f 
Utilizando y = cos £, obtemos 
Esp? 


Para expressar y em termos de x, escrevemos a última 
equação como 


dyt dy c 2=0 


e apliquemos a fórmula quadrática para resolver em relação a 
y^, como a seguir: 


FEEERIERUJ EXAHEE 
8 2 


Extraindo a raiz quadrada, obtemos . 


Estas complicadas equações indicam claramente a vanta- 
gem do emprego de equações paramélricas para representar uma 
curva. 


Uma curva C é suave se admite uma parametrização 
x = f (0), y = g() em um intervalo I tal que as derivadas f e g' 
sejam contínuas e não simultancamento nulas, exceto possivel- 


mente nos pontos extremos de Z. Uma curva C é parcialmente. . 


suave se O intervalo / pode ser subdividido em. intervalos 
fechados, C séndo suave em cada subintervalo. Ográfico de uma 
curva suave nào tem bicos nem pontos de reversão. As curvas 
dos Exemplos 1.5 são suaves. A curva do próximo exemplo é 
parcialmente suave. 


EXEMPLOS, 


A ciclóide é uma curva descrita por um ponto fixo P da circun- 
forência de um círculo, quando este rola, sem deslizar, sobre 
uma reta de um plano. Ache as equações paramétricas da ciclói- 
de e determine os intervalos em que é suave. 


SOLUÇÃO 


Suponhagueo círculo ténharaio aeque role, sem deslizar, sobre 
o eixo-x (e acima dele), na direção positiva, Se uma posição do 
ponto P é a origem, então a Figura 13.6 exibe parte da curva e 
uma posição genérica do círculo. 
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nr 


Figura 13.6 


Figura 13.7 


Denotemos por K o centro do círculo e por T o ponto de 
tangência como eixo-x. Introduzamos, como parâmetro f, a 
medida em radianos do ângulo TKP. A distância percorrida pelo 
círculo é d, T) = at. Conseqücntemente; as coordenadas de K 
são (at, a). Considerando um sistema coordenado x”y” com 
origem em Kal, a), e denotando opp. Pe, y") o ponto P em 
telão a este sistema, então; pelas fórmulas.de transtação de 
eixos com h= ate k « a, 

Xeatxy  ysaty 


Se, conforme Figura 13.7, 6 denota um ángulo em posição 


- padrão no plano-x*y”, então O = (31/2) — t. Logo, 


3x 
X’. = q cos. — acos (Te) esn t 


` y casto a son (FE = t) ma cos 


e a substituição em x e att x', y = a+ y' nos dá as equações 
paramétricas da ciclóide: 


xs a(t- sen f y sa (1— cos f; tem R. 


Diferenciando as equações paramétricas da ciclóide, obtemos 


de d 
di = ai -cos $), di = asen t 
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Figura 13.8 


Estas derivadas são contínuas para todo f, mas são simultanea- 
mente O em £ = 2x para todo inteiro 4. Os pontos correspon- 
dentes a t= 211 são os interceptos-x do gráfico, e a ciclóide tem 
um ponto de reversão em cada um desses pontos (ver Figura 
13.6). O gráfico é parcialmente suave, pois é suave em cada 
interyalo-t Dan, 2x(1 + 1)] para todo inteiro n. E 


Se a « 0, o gráfico de x = a(£ - sen t), y = a(t cos DER 
ciclóide invertida obtida quando o círculo do Exemplo 6 rola 
sobre o eixo-x, abaixo dele. Esta curva tem várias propriedades 
físicas importantes. A título de ilustração, suponhamos que um 
fio de arame passe por dois pontos fixos A c B, conforme Figura 
13.8, e que a forma do fio possa ser modificada, vergando-a de 
maneira arbitrária. Suponha ainda que uma pequena bola perfu- 
rada deslize livremente ao longo do fio e que à única força que 
atua sobre ela seja a gravidade. Pergunta-se: que trajetória — ou, 
o que é o mesmo, que forma do arame permitirá à bola deslizar 
de A a B no menor tempo. À primeira vista pode-se supor que o 
segmento de reta de À a B seja o caminho procurado; mas tal 
não é a resposta correta, O percurso que exige menor tempo 
coincide com o gráfico de uma ciclóide invertida com A na 
origem. Como a velocidade da bola aumenta na ciclóide mais 
rapidamente do que em qualquer outra curva ligando A a B, a 
bola chega a B mais rapidamente, embora a distância seja maior. 


Há outra propriedade interessante desta curva de descida 
mais rápida. Suponhamos que À seja a origem e B seja o ponto 
de coordenada-x al « | isto & o ponto mais baixo na cielóide no 
primeira arco à direita de A. Liberada a bola em qualquer ponto 
entre A e 8, pode-se mostrar que o tempo para ela chegara Bé 
sempre o mesmo. 


. Emapticações surgem variações da ciclóide. Porexemplo, 
sé uma motocicleta roda em uma estrada reta, então à curva 
traçada por um ponto fixo do raio de uma das rodas é uma curva 
em forma de ciclóide. Neste caso, a curva não tem quinas nent 
pontos de reversão, nem intercepta a estrada (o eixo-x) como 
aconteceria com o gráfico de uma ciclóide. Se a rada de um 
vagão gira sobre um trilho, então a curva traçada por um ponto 
fixo na circunferência exterior da roda (que se prolonga abaixo 
do trilho) apresenta lagos a intervalos regulares. Definem-se 
outras ciclóides nos Exercícios 33 e 34. ` 


MN 


. EXERCÍCIOS 13.1 


Exercs, 1-24: (2) Ache a equação emre y cujo gráfico 
contém os pontas da curva C. (b) Esboce o gráfico de 
C e indique a orientação. » 


L xst-2,y220& 308055 
2 xsi-2tysilat-istis4 
3 x=é+1y=8-1¡-28ts2 
4 1841, p=P-1-25ts2 
5 x248-5,ys20e3; tem RR 
6 xat, y= rem ff 

1 

8 

9 


yA tem R 


xc Vy EK 4120 
x=2senty=3cost;Osts 2% 
eet Rm 50s ta 2x 
Ji rasch ya tgh- ali emt 
12 xa cos H, y s sen 5t e tst 
DI 1=£y=21011>0 
14 x2 cos! t, y «sen? 0 ts 2 
18 xzsentysesctO OH 
16 xx el ys e s tem R 
17 xz cosht, y = senh ttem R 
18 x23 cosh t, y 22 senh tj (em R 
19 xs&5y = VTi; fai 
20x AN — ys nlsi 
21xs6y 2 VÉ - 2r € l;0sts4 
22 x22, 9585,-istsl 
B xafif, y= 420508152 
Maztghy=i-n<ti<al 


Exercs, 25-26: Dão-se as curvas CC, Cy € C, para 
tem R. Trace os gráficos e indique as orientações. 


25 Cx, yst 
y=É 


yssent 


y=senhe 


y=144- Int 90: 


Exeres, 27-28: As equações paramétricas especifi- 
cam a pasição de um ponto móvel P (x, y) uo instante 
t. Trace o gráfica e indique o movimento de P quando 
taumenta. 


27 (s-costy esent Os tsm 
(bye sent y-cost Oto 
QQuuty a VT P Ustsl 
38 (xe y=1-1%0sts1 
(pusi-lutyslatistse 
(9 x2 cos t y s sen! 0 s (2x 
29 Mostre que 
xsacosteftysbsente  0sts2n , 


são equações paramétricas de uma elipse de centro 
(ft, K) c cixos de comprimento 24 e 3b. 
30 Mostre que 


x asec t+ dy b igt bt 


slo equações paramétricas de uma hipérbole dece! 
(ft, &), eixo transverso de comprimento 2a. eixo 
conjugado de comprimento 25. Determine os valores 
det para cada ramo. ` 


31 Se PG y) e Po, ya) são pontos distintos, 
mostre que 


gata y 205 yore yu tem R 
são equações paramétricas da reta I por P, e P. 


32 Indique a diferenga entre o gráfico da hipérbole 
(fa!) - GPI) = 1 e o gráfico de 


a cash t, y =b senh f tem R 
; Use o Teorema (8.11).) 


(Sugest 
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` 8 bet 43 x=3H-2sent y= 3 im ` 
33 Um círculo C de taio b gira sobre a parte externa metro ( 6 a medida do ângulo indicado e se a 1 39 Ret Exemplo dom sent pe dd ou EES FR 
da circunferência do círculo d +y s a^ c b <a. posição inicial de P é Afa, 0), mostre que as : (a) Descreva a figura de Lissajous dada por f (/) = 44 xz2t-3sent y 22-3cost;- 8st 8 E 
Seja P um ponto fixo de C, e seja A(a, 0) a posição equações paramétricas da evolventesão + asen ot e (D) = b cos ct pirat2 0e a e b. ases ] E i 
inicial de P, conforme figura, Se o parâmetro té o E " Exeres, 45-48: Grafe as curvas no mesmo sistema de 
angulo entre o eixó-r positivo e o segménto de O ..::- x= a(cos t +t sen t), y esa(sen ticos 8 sds 16) sonda Ito =asen nde £0=b sen md, .: eixose descreva a forma da figura resultante. 
20 entro dec, mese que as equações permet. : H ` a born mln ad M pud E Eë x2 sen 3t, y =3 005 24 
la curva tras iciclóide) sã q d id OS i 
cas a traçada por P (uma epiciclóide) são AY tivos m e n, Mostre que se p = 2rnfp então . n/2stsn/2 
Pom CENA fp) s f(0eg(t pho g (6. Conclua que 1 3 1 3 
peu bp cott e b d A a curva traga a si mesma novamente a cada p - Cy EN Sen Des E 
5 PG. y) unidades de tempo. f 
ab Ostzn i 
y = (a + b) sen t b sen Ke d ¡05 ts 2m 40 Ilustramos abaixo uma figura de Lissajous dada 1 3 1 3 P 
por : C Ecos tg, y eq sme Kë 
x22 sen 31, y =3 sen 1,56 £2 0. Osts?x 
a 
Së — ` A i E j^ 
Ais, 0) t A (a) Ache o período da figura — isto é, o compri- Ce xe 3 Cost, y» H senf=0sts 2 Fi ` 
] mento.do:menor.intervalo-£ que traga:a curva; 4 4 
(b) Ache a maior distância da origem a um ponto +- Cx alba tn wh entr 
; do gráfico. 5 4 8 4 
38 Seo círculo C do Exercício 33 gira sobre o interior: 


É 
nsis? e 
do segundo circulo (ver figura a seguir), então a E 


curva traçada por P $ uma hipocicióide; ^d f mE ' Ás 46 Cy x E cost 1, y wsent- d; 
» (x) Mostre: que as equações puramétricas «desta: -"—/2stsn/2 
x curva são 


Cy x=Žeosts1, y =sent+d; 


A fact 
34 Gencralize a ciclóide do Exemplo 6 ao caso em x= (a - b) cos t+b as ( d -x/2stsn/2 


b 
que P é um ponto arbitrário em uma reta fixa pelo 
centro C do círculo. Se b = d(C, P), mostre que 


ys(a- sentosa Schieren, 


Cy x=1, y =2igi-r/4stan/4, 
b 


x=af-bsen t, y =a—be0st 41 Cy zeit y=3t805 3/4 


: b) Seb = Fa mostre quex=a cos! Ly t 
Trace um gráfico típico se b < a (ciclóide enem- e qm nost quee aee ny m eu à 
tada) e se b > a (ciclóide alongada). Por vezes e trace o gráfico, 


Co x=1+tg1y=3-3tg0stsxl4 
designam-se essas curvas como frocóides. 


z " i 3 
AY ` L . ; Co KKH Ostsn/á 
35 Seb = 3 ano Exercício 33, determine equações 


3 E WS Exercs, 41-44; Grafe a curva, . 48 Ci x=1+cost, ye 1o sen md sts 2 
paramétcicas da epicióido e trace o gráfico. TEN: 
: qm 41 xz3sen t, ys 3cost stan Cy x=1+tgt y=10stsa/d 
36 O raio do círculo B é um terço do raio do círculo 


A. Quantás voltas o círculo B deve dar em torno 
docírculo A até atingir o ponto de partida? (Suges- 
tão; Use o Exercício 35.) 


42 x «8cost-2cos 4t, y = 8sent-2sen 4f 
Daten ` 


37 Desentolando-se uma corda cm torno de um cfr- 
culo de raio a e mantendo-se a corda sempre tensa, 
um ponto fixo P da corda descrever uma curva 
chamada envolvente (ou involuta) do círculo. Es- 
colhamos o círculo como o da figura, Se o pará- 
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13.2 TANGENTES E COMPRIMENTOS DE ARCO 


Teorema (13.3) 


A curva C dada parametricamente por 
xs25yzf-l;-1sts2 


pode também ser representada por uma equação da forma 
y = k(x), onde k é uma função definida em um intervalo conve- 
niente. No Exemplo 1 da seção precedente, eliminamos o pará- 
metro t, obtendo 


y = kx) = y -1 pua-2sxa4. 
O coeficiente angular da tangente em um ponto P(x, y) de C é 
io = in ou a) = 3108 =£ 


Como em geral é difícil eliminar um parámetro, vamos deduzir 
uma fórmula para achar o coeficiente angular diretamente a 
partir das equações paramétricas. ` 


n E é CE dada paramêiticamente dox =f(0, 
Si, então nte dée da tangente a C 
“em Py E x E S 
: dy, , dy/dt 
Cd dd 
DEMONSTRACÁO 


Se dx/dt = 0 em x= c, então, como fé contínua em c, dxldt > 0 
ou dxfdi < 0 em todo um intervalo fa, b], com a < c < b (ver 
Teorema 2,27): Aplicando o Teorema (7.6) on o resultado 
análogo para funções decrescentes, sabemos que fF admite uma 
inversa f^, e podemos considerar £ f(x) para x em 
[f (a), FU, Aplicando a regra da cadeia a y = g (Qetsf^ (x) 
obtemos 


de dde, df 
dr dedo — dx/dt 


onde a última igualdade decorre do Corolário (7.8). 
EXEMPLO t 
Seja C a curva com parametrização 


xal, y=P-1L-13ts2 


atem tre pe ol aie nita 
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PA 


(2,5) 


20-31 ENEE EE 


Figura 13.9 


- A curva C já foi estudada no Exemplo 1 da-se 


Determine os coeficientes angulares da tangente e da normal a 
Cen P (x, y). 


SOLUGÁO 


(ver Figura 13.2). Aplicando o Teorema ( 
y =4?-1, vemos que o coeficiente angul 
P(nylé 


dy dydt 2:0. 
de dede 2 —— 


Este resultado está de acordo com o do estudo no inicio desta 
seção, onde utilizamos a forma y =k(x) para mostrar que 
DEER 


O coeficiente angular da normal é o inverso negativo — 1/4, 
desde que £ 0. 


EXEMPLO 2 
Seja € a curva com parametrização 
x2ag8-3, ya - 5t- 1; tem 


(a) Ache a equação da tangente a C no ponto correspondente à 
122. 


(b) Para que valores de t a tangente é horizontal? vertical? 
SOLUGÁO E 


(8) A Figura 13.9 éo esboço de uma parte do gráfico det onde ` 
também marcamos diversos pontos e indicamos a drica 4 
Utilizando as equações paramétricas de Civemos que d'póntd: E 
correspondente a £ = 2. (2, — 7). Pelo Teorema (13,3 : 


dy dd US 
de dd 2-3 


O coeficiente angular nt da tangente em (2, — 7) é 
22)-3 1 


Ea gak 
Es ch 32)-3"79 


Aplicando a forma ponto-coeficiente angular, obtemos a equa- 
cão da tangente 


y+T=- ¿(2 ou x +9 =-61 


entgoen 


GE 
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(b) A tangente é horizontal se dy/dx = 0 — isto é Es 2-5=0, 
out = ão ponto correspondente de C é €, -2 2 ), conforme 


figura 139 


A tangente. é vertical se 3º = 3= 0: Há, pois, tangentes. 


verticais nos pontos correspondentes a? = Let - — 1 —istoé,em 
2,5 e (2,5)... 


Se uma curva C é parametrizada pora = f (/ y = g (i), e 
se y” é uma função diferenciável de £, podemos achar d*y/dx? 
aplicando o Teorema ea ay’, como a seguir, 


Derivada segunda em forma É B 5s ive. dy'/dt E 
paramétrica (13.4) |: Sa “de dud c $ 


É importante observar que 


d’ De d dude 
“dar 


EXEMPLO 3 
Seja C a curva com parametrização 
xseé pue; tem 
(a) Trace o gráfico de C e indique a orientação, 
(b) Use (133) e (13.4) para achar dy/dx e d dr, 


(c) Ache uma função k que tenha o mesmo gráfico de C, e use 
(x) e &' (x) para verificar as respostas de (b). 


a E É 
xze ,y=e ;temR 
Ay 


(d). Discuta a concavidade de C 
SOLUÇÃO 


| tuindo em y = e” =(£?, obtemos 


Lembrando que x €^! » 0, somos conduzidos ao gráfico da 


cresce em (~ %, 0], o ponto P (x, y) se aproxima de (1, 1) pela 
direita, confornie indicado pelas sotas. Se t cresce em [0, 0), 
P (x, y) percorre a curva para cima, aproximando-se do eixo-y. 


Figura 13.10 
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(a) Para auxiliar no esboço do gráfico, eliminemos primeiro o 
parâmetro. Como x = e"! = 1/e!, vemos que e' = 1/x. Substi- .. 


X Figura 13.10, Note que o ponto (1, 1) corresponde a £=0,Se£ , 


(b) Por (13.3) e (13.4), 


a a dE a i 


dy dy _ de _ 6e 
de ée dä TE 


= Get 


(c) Pela parte (a), uma função k que tenha o mesmo gráfico de: 


C é dada por 
Q.À.ri 
Ke) =x paa x>0 


Diferenciando duas vezes, obtemos 
K'(x) = 2x73 a Me 93 20H 
Ex) = 6x = 6(e77)7* Get 


o que está de acordo conta parte (b). 


l (a) Comod Ydy? = Sens para todo £, a curva C é cóncava 


Aë 


para cima em todos os pontos: 


Se uma curva C é o gráfico de y = f (x) e a função f é suave 
em fe, D], então o comprimento de C é dado por 


f Vi + f(x)" dx (ver Definição (6.14). Obteremos a seguir 


uma fórmula para determinar o comprimento. de curvas dadas 
parametricamente. 


` Seja C uma curva suave dada parametricamente por. 


.a=f(0, y=8(); astsb 


. Suponhamos, além disso, que Cnáo intercepte a si própria isto 


é, que valores diferentes de t entre a e b determinem diferentes 
pontos de C. Consideremos uma partição P de [a, 5 dada por 
asi ette. tub Seja A, =£-t 2 Pues (s 

8 (t) o ponto " C que corresponde a £ Se d (P, PÄ 6o 
comprimento do segmento P Pp então o comprimento L, da 
linha quebrada da Figura 13.11 é 


Lp = 2, (P, ,, P) 
Do kal 


Tal como na Seção 6.5, definimos 


L = lim Lp 
SEI 
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H 


Teorema (13.5) 


e chamamos L o comprimento de C de P, a P, se, para todo € >0, 
existe um 8 > 0 tal que [Lp — L| « & para toda partição P com 


lei <8 


Pela fórmula da distáncia, 


dB, B= UO Rs OY + Leto) = 86 A 


' De acordo, com o teorema do valor médio (4.12), existem 
números w, e z, no intervalo aberto (£, _ y, f) tais que 


fF) - f, DF) Ar 
eu) = Fo DELE) A, 


Substituindo esses valores na fórmula de d(P, .. ,, P.) c removen- 
do o fator comum (My do radicando, abtemos 


ap, P) WE OP A, 


Conseqientemente 


L = lim Lo m im Y Niro? + tee) A 


Te 


desde que o limite exista. Se w, = z, para todo k, então as somas 
são somas de Riemann para a função definida por 


YE OP rg OT. O limite de tais somas é 
L= f VF OE fe de 


O timite existe mesmo que iw, z,; todavia, a demonstração 
exige métodos avançados e é, assim, omitida. O próximo teore- 
ma resume o assunto. 
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A fórmula integral do Teorema (13.5) náo é necessacia- 
mente verdadeira se C intercepta a si mesma, Por exemplo, se 
C é dada por x «cost, y «sent Os £<4 m, entüó ô gráfico é 
unt círculo unitário com centro na origem, Se t varia dea 4; 
o círculo é tragado duas vezes e, assim, intercepta a si pródi 
um número infinito de vezes. Se aplicarmos o Téorema (13, 
coma=0eb= dn, obteremos o valor incorreto da para 
comprimento de C. Obtém-se o valor correto 2rcütilizando:sé 
intervalo-£ [0, 2]. Note que, neste caso, a curva se intercep 
somente nos pontos correspondentes a 7 = Q e £= 2m, o que nã 
contradiz o teorema. 


Se uma curva C é dada por y = k(x), com &'contínua em 
fa, b], então as equações paramétricas de C são 


xt ysk();axtab 
Neste caso 
de Boro bie TEN 
di 1, A E = EGO, d e dx 
e, pelo Teorema (13.5), 


D 
L= f, d IIe? dx 


o que está de acordo com a fórmula do comprimento de arco 
dada na Definição (6.14). e 


EXEMPLO 4 


Ache o comprimento de um arco da ciclóide de Equações 
Xt sent, y «1—cost tom t 
SOLUÇÃO : 


O gráfico tem a forma ilustrada na Figura 13.6. O caio a do 
círculo é 1, Obtém-se um arco fazendo-se £ variar de O a 2x. 
Aplicando o Teorema (13.5), obtemos 


2a 
L =f di ese de 
H 


S 23 
a f: VET G0 t Cos E SORT Y dt 
o 


Como cos? rt sen? t= 1, o integrando se reduz a 


VEZ cos EE 
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dr 
Assim, L=] JIVI — cos t dt 
H 


3 


Pela fórmula do ángulo metade, sen? $ 
equivalentemente;1.—- of zz 2 sen? 


Logo - Vi tost =vV2 sent Är ken Ad 


Pode-se omitir o sinal de valor absoluto, pois, se0 $ € 2t, então, 


0 <s} t<x.e, então sen i 12 0. Conseqüentemente, 


= ia — cos f) ou, 


an az 
DES! ENT sm rare 2] sen $t de 
D o 


- RI TIN =-41-1D=8 


Relembrando o Teorema (13.5), se ds é a diferencial do 
comprimento de arcó, entáo, pelo Teorema (6.17), 


Lef (dx + (dy? 


Supondo ds e dt positivos, temos o seguinte. 


Diferencial do comprimento 
de arco (13.6) 
Utilizando (13.6), podemos escrever a fórmula do compri- 
. mento de arco no Teorema (13.5) como 
y 
dsg. tb 
(55) L= ds 
ta 


Os limites de integração evidenciam que a variável independen- 
te 6f, e nios. 


Se uma função f é suave e não-negativa para a Sx Sb, 
y então, pela Definição (6.19), a área $ da superfície gerada pela 
revolução do gráfico de y = f (x) em torno do eixo-x (ver Figura 
13.12), é dada por 


' zab 
S= f Za ds 
Figura 13.12 =a 
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onde ds = Vi + [f Œ} dx. Podemos encarar 2 ny ds como a 
área da superficie de um tronco de cone de altura inclinada ds e 
raio médio y (ver (6.18). 


Se uma curva C é dada parametricamente por x = f (f), 
y = g(0); a <1.< be se g(t) 20 em.tado fa, b}, podemos utilizar 
argumento análogo ao da Seção 6.5 para mostrar que a área da 


superfície gerada pela revolução de C em torno do eixo-y é 
mb 


S m 25x ds, onde ds é a diferencial do comprimento de arco. - 
iza i 


(13.6). Enunciemos a seguir este fato. 


Teorema (13.7) Seja C uma curva suave dada pork ef (0, y egt as te by. 
e suponhamos que C não intercepte a si mesma, exceto 
possivelméüte nos pontos correspondentes a r= ae Le b. Se 

` g() 20 em todo fa, b], entio.a área S da superfície de 
revolução oblida revolvendo-se C em torno do eixo«x é 


. e op a "P . 
s= ` der 21800 (5 UEILS 


A fórmula de S no Teorema (13,7) pode ser estendida ao 
caso em que y = g ( é negativa pára algum t em [a, b], substi- 
tuindo-se por [y a variável y que precede ds. 


Sea curva C do Teorema (13.7) gita em torno do eixo-y e 
sex=f(9>0 para a < £ Sb (ver Figura 13.13), então 


Maas P ANCA 
x. el 2mas=| eo (s «gia 


Neste caso podemos encarar 2nx ds como a área da superfície 
de um tronco de cone de altura inclinada ds e raio médio x. 


EXEMPLOS 


Figura 13,13 


Verifique que a área da superfície de uma esfera de rajo a 6 4ra?, 
SOLUÇÃO 


- Se:C é o semicírculo superior x? + geg, então a superfície 
esférica pode ser obtida fazendo-se € revolver em torno do 
eixo-x. As equações paramétricas de C são 


x=uacost, p=asent; DOSIS 
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Aplicando o Teorema (13.7) e utilizando a identidade temos 


z 
CENA 2ra sen t 


Sem. £ + e cos) t dr 


x Ed 

= Zap = — Qua i 

na L sen t dt = ~ 2ra [eos Jo 
=- 2-11 = 4nd 


EXERCÍCIOS 13.2 


Exeres, 1-8: Ache os coeficientes angulares da tan- 
gente e da normal no ponto da curva correspondente 
at=1, 


1 e État 
2 x=64+1,y=P-1-23182 

3 x=4f-5,y= AA 3 tom IR 

d x=fy=PtemR 

5 s=e,y=e rem 

6 xa VI y=3t+dt20 

7 x=2sent,yp=3Icosg0sts2x 

8 x-sc05[-2, y 3560 £e 350 x ts 20 


Exercs, 9-10: Seja C a curva com a parametrização 
dada; para £ em R. Ache os pontos de C em que o 
coeticiente angular da tangente é ur, 


B ys - 63-185 m22 
ty s 5P-3 4 


10 


Exercs. 11-18: (a) Ache os pontos da curva C em que 
a tangente é horizontal ou vertical, (b) Ache 
d'y/dix?. (c) Trace o gráfico de C. 


Urs dën P12 toi 
Dr dt ys P-4 tem 
BDx=P+1y=P-UtemR 

14 x= Vt- P, y s PS tem 

15x =32-6t, yf t20 
16x = Y, ya Vos tem f 
17 x «cos? t y = send Os ts 2x 


18 x= cosh /, y = senh i; tem R 


Exercs, 19-20: Tem-se a seguir as figuras de Lissa- 


jous (ver Exemplo 5, Seção 13.1). Determine onde a 


tangente é horizontal ou vertical. 


., Xn 4sen 2t, y =2 cos 3t 


DEE EI y 24 sen 2t 


Ay 


Exercs. 21-26: Ache o comprimento da curva. 
2ix=5P, y=20051s1 

22 x23, y s 2050184 

23 x«el'cost, ye dá sent 0s La m2 


24 x=cos 21, y s seu! hO s tm 


i 
H 
H 
H 
i 
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25 xis tcost-senty stsen t cost sisal 


26 s= cosh y aser 4 0st an2 


Exercs, 27-28: Use a regra de Simpson, com 17 6, para 
obter uma aproximação do comprimento da curva. 


Was2costy=Isengsisia 
28 x2 49 y 52650 sts 


Exeres, 29-34; Ache a área da superfície gerada pela - 


revolução da curva em torno do eixo-v. 
29 xs y=2h0stsé 

30 xahi ys sists2 

reet ymt- Le Osts1 
32 x2 48 1, y 53—-25-2st«0 


33 xzi-sentysl-cast sts 2x. 


Saxet& ysi&Peir Lats? 


Exercs, 35-38: Ache a área da superfície gerada pela 
revolução da curva em torno do ci; 


38x « 42, ya Je Rai 
36 x235,yztti;j0xix5 


37 xs e'sent ys dé cosh sts 


38 xz30,y S250 EIER 


Exeres, 39-40: Use a regra de Simpson com m = 4 
para obter uma aproximação da área da superficie 
gerada pela revolução da curva em torno do eixo 
indicado. 


Mus os (£2), y = sen? t; Dsts i; eixo 


P 426 ysihüsts T; cixo-y 


13.3 COORDENADAS POLARES 


(r8) 


£ixo polar 


Pólo 
Figura 13.14 


(94) 


KI? 


Figura £3.18 - 


Em um sistema de coordenadas, o par ordenado (a; b) denota o 
ponto cujas distâncias orientadas a partir dos cixos x e y São b c 
a, respectivamente. Outro método de representação de pontos 
consiste na utilização de coordenadas polares. Comegamos, 
com um ponto fixo O (a origem, ou pólo); 
orientada (o eixo polar) com extremidade. O: Em 
consideramos um ponto arbitrário P do planó; diferente dé o: 
Se, conforme Figura 13.14, r= d(O, P) e 0 denota a medida de 
um ángulo arbitrário determinado pelo eixo polar e OP; entio? 
e 0 são as coordenadas polares de P; denotamos P por (r, 9) 
ou P(r, 9). Como de costume, 9 é considerado positivo st o 
ângulo é gerado por uma rotação anti-horária do eixo polar, e 
negativo se a rotação se faz no sentido horário. Usam-se para 8 
tanto medidas em radianos como em graus. 


As coordenadas polares de um ponto não são únicas. 
Assim é que, por exemplo, (3, 1/4), (3, 91/4) e (3, — 71/4) 
representam o mesmo ponto (ver Figura 13.15). Admitimos 
também a possibilidade de r ser negativo, Neste caso, em lugar 
de medir |r] unidades ao longo do lado terminal do ángulo 0, 
medimos ao longo da semi-reta com extremidade O que tem 
sentido oposto ao do lado terminal. Os pontos correspondentes 


D 
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aos pares (- 3, 57/4} e (- 3 - 3n/4) estão grafadas na Figura 
13.15. 


EXEMPLO 1 P 
Trace o gráfico da equação polar r = 4 sen 8. N 
SOLUÇÃO 


A tabela abaixo dá algumas soluções da equação. Incluímos uma 
terceira linha na tabela, contendo aproximações de r com uma ^ 
casa decimal. 


0 z zn n SP m m ox 
6 4 3 2 3 4 6 
iE f^ 
4 2 2/5 248 4. 26 2. 2 0 E 
Figura 13.15 2 28 34 4 34 28 3 0 
Os pontos de um plano-r O que correspondem aos pares da.-...... i 


Convencionamos atribuir ao pólo.O as coordenadas (0, 8 
para 9 arbitrário; A associação de pares ordenados.da forma (5,9) 
aos pontos-de um. plano constitui. um. sistema coordenado ; 
polar, e o plano é um plano-r8. 


Uma equação polar é uma equação em re 9. Uma solução 
deuma equação polaréum par ordenado(a, b) queconduza uma 
igualdade se r é substituído por a e 9 por b, O gráfico de uma 
equação polar é o conjunto de todos os pontos (em um plano-r 0) 
que correspondem às soluções. 


` As equações polares mais simples são rac 8 = a, onde. 
«é um número real náo-negativo. Como as soluções daequação 
polar r = asão da forma (a, 9) para qualquer ângulo O, segue-se 
` ` "que o gráfico é um círéulo de raio Jal e centro no pólo. A Pigura 
13.16 ilustra o caso pata a >-0. Obtém-se o mesmo gráfico se 
r= 


Tigura 13.16 


As soluções da equação polar O =a são da forma D a) para ` 

- qualquer teal r, Como 3 coordenada (ângulo) a é constante, O 
-gráfico é uma reta pela origem, conforme ilustrado na Figura . 
13.17 para o caso <a < af. s 


KKH 
^ (r,a) 


a radianos Nos exemplos a seguir obtemos os gráficos de equações 


polares marcando pontos, Ao prosseguir o estudo desta seção, 
o Heitor deve procurar reconhecer formas de equações polares, 
- de modo a ser capaz de traçar gráficos marcando apenas alguns 
“pontos. . ' 


Figura 13.17 


Figura 13.18 


, tabela parecem estar.sobre um círculo de raio 2; tracemos; pois; 


Ji dente a (2 VŽ, 2/4) etc. Se fazemos D aumentar, percorrendo 


, EXEMPLO 2 


" ` Como a função cosseno decresce de 1 a— 1 quando 8 varia de - 


o seu gráfico (ver Figura 13.18). Para auxiliar na marcação dos 
pontos, prolargamos o eixo polar na direção negativa e introdu-- 
zimos uma reta vertical passando pelo pólo.. 


Ademonsiração de que o gráfico de "= 4 sen 6 éum círculo: 
é dada no Exemplo 6. Outros pontos obtidos fazendo-se 0 variar 
de qu a Za estão sobre o mesmo círculo. Por exemplo, a solução 
(-2, 71/6) nos dá o mesmo ponto que (2, 1/6); o ponto corres- 
pondente a (- 22, 51/4) é o mesmo que o ponto correspon- 


todos os números reais, obtemos os mesmos pontos repetida- 
mente, em virtude:da periodicidade da função seno. ` 


Trace o gráfico da equação polar r 2 4 2 cos 8. 
SOLUÇÃO ` 


O ax, segue-se que r decresce de 4 a O neste intervalo-0.~ 


A tabela abaixo dá algumas soluções de r = 2 + 2 cos 9, 
juntamente com aproximações de r com uma ĉasa decimal, 


8 0 z z sp Mm 3 Ed x 
é 4 3 2 3 4 6 

A 23248 242 3 2 1 2-5 Zë 0 

(aprox) | "ES, $34 3 2 1 06 03 o 


rs 242co50 


ja 


Figura 13.19 


Marcando pontos em um plano-r8 obtemos a metade superior 
do gráfico esboçado na Figura 13.19. (Usamos papel de gráfico 
em coordenadas polares, com retas por O em diversos ángulos 
e círculos concéntricos com centros na pólo.) 


Se 8 aumenta de x a 2x, então cos Y aumenta de La le 


conseqüentemente, r aumenta de O 2 4. Marcando pontos para 
zx s 21, obtemos a metade inferior do gráfico. 


Pode-se obter o mesmo gráfico tomando-se outros inter- 
valos de comprimento 2a para 8. 


A curva em forma de coração do Exemplo 2 é uma 
cardióido, Em geral, o gráfico de qualquer uma das equações 
polares seguintes, com a = 0, é uma cardióido: 


r=a(t+cos 0) r=a(L+sen6) 
r=a(i-cos0) r=a(1-senW) 


Se a e b não são nulos, então os gráficos das equações 
polares seguintes são caracóis: 
r=a+bcos®  r=a+bsend 


Note que os casos especiais de caracóis, em que ja] = [b], são 
cardióides. Alguns caracóis contêm um laço, como se vê no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 3 . 
"Trace o gráfico da equação polar r = 2+4c050. 
SOLUÇÃO 


Na tabela a seguir constam as coordenadas de alguns pontos de 
um plano-r 8 correspondentes a 0 « 0sx. 


DN 0 z xo zn ok moo mm a 
x 6 4 3 2 3 4 $ 

r 6 24243. 24242. 4 2 Q -2 
"r(aptox)'| 6 54 48 4 2 0 


Figura 13.20 


r=2+4c050 


Nate que r = 0 em 8 = 21/3. Os valores de r $80 negativi 
21:13 < 0 < mr, e isto conduz à metade inferior dá laço peq 
da Figura 13.20. Fazendo O variar de sta 210, obtém-se a metade 
superior do lago pequeno e à metade inferior do faço grande. 


EXEMPLO 4 
Trace o gráfico da equação polar r = a sen 20 para a >0. 
SOLUÇÃO 


Em vez de tabelar soluções, raciocinemos da seguinte forma. Se 
8 aumenta a partir de Q ou x/4, então 20 varia de O a31/2 0, então, 
sen 28 aumenta de 0 a 1. Segue-se que r cresce de Dad mp 
intervalo-0 [0, 1/4]. Se, em seguida, fazemos O aumentar de ni4 
a n/2, então 20 varia de 2/2 a xe, assim, sen 20 decresce de 1a 
0. Logo, r decresce dea a 0 no intervalo-9 [/4, 2]. Os pofitos 
correspondentes no gráfico constituem o laço no primeiro qua- 
drante ilustrado na Figura 13.21. Note que o ponto P(r, 8) 
descreve o lago no sentido anti-horário (indicado petas setas), 
à medida que 9 aumenta de 0 a 2/2. z 


Sen/2x0 s m então x « 20 s 2x e, portá 
s0. Assim, se 2/2«0 «m, então r é neg; i 
Pty, 8) estão no quarto quadrante, Se € aumen! dex/2 ar entáo 
é possível mostrar, marcando pontos, que 775,9) descre 
sentido anti-horário) o laco exibido no quarto quadrante: 


Analogamente, para x s 6 < 32/2 obtemos o lago no 
terceiro quadrante, e para 31/2 s 0 s 2m temos o lago do segundo 
quadrante, Ambos os lagos são traçados em sentido anti-horário, 
à medida que O aumenta. O leitor deve verificar estes fatos 
marcando alguns pontos com, digamos, a = 1. Na Figura 13.21 
marcamos apenas os pontos que, no gráfico, correspondem aos 
maiores valores numéricos de r, 


O gráfico do Exemplo 4 é uma rosácea de quatro folhas. 
Em geral, uma equação polar da forma 


re asea nd Qu r=acos HO 
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Figura 13,22 


te y 


2m + 


1=8 


2x 


da 


r> 


para qualquer inteiro positivo n maior do que 1 e qualquer real 
não-nulo a, tem um gráfico que consiste em um certo número 
de laços pela origem. Se n é par, há 2n laços, e se n é ímpar, há 
n laços (ver Exercícios 15-18). 


O gráfico da equação polar r = a para qualquer real a 
não-nulo é uma espiral de Arquimedes. No próximo exemplo 
tratamos do caso a= 1. 


. EXEMPLO 5 
Trace o gráfico da equação r = 0 pata 8x0, 
SOLUÇÃO 


O gráfico consiste em todos os pontos que têm coordenadas 
polares da forma (c, €) para todo real c = 0. Assim, o gráfico 
contém os pontos (0, 0), (1/2, 1/2), (11, x) etc. À medida que 9 
cresce, raumenta pa mesma proporção, e a espiralse desenvolve 
em torno da- origem em sentido anti-horário, interceptando o 
eixo polar em 0, 2%; 4x, ..., conforme Figura 13.22. 


Admitindo 0.negativo, então, à medida que 9 decresce por. 
valores negativos, a:espiral resultante se desenvolve em torno 
da origem e é simétrica, em relação ao eixo vertical, à curva 
traçada na Figura 13.22. 


Suponhamos agora um plano-xy superposto a um lang? 9, 
de modo que o eixo-x positiva coincida como eixo polar. Qualquer 
ponto P do plano lerá então coordenadas retangulares (x, y) ou 


coordenadas polares (r, 8). Ser ».0, temos situação análoga áda. 


Figura 13.23(). Se + < 0, temos a situação de (ii) da Figura, ondo; 
para£ins posteriores, grafamos também o ponto P ' de coordenadas 
polares (| r|, 8) é coordenadas retangulares Lex, =y). 

Dir ep 


y big P y 


Figura 1323 
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Relagóes entre coordenadas 
retangulares e polares (13.8) 


O resultado a seguir indica as relações entre (x,y) e 
(r, 8); supde-se que o eixo-x positivo coincida com o eixo polar. 


As coordenadas retangulares (x, y) e as coordenadas polares |. 
(r, 9) de um ponto P estão relacionadas da seguinte forma:.: 


[0] x=rcos®, yrs : 


(i) Perry oc sexet 


DEMONSTRAÇÃO 


Conquanto tenhamos ilustrado O como um ângulo agudo na 
Figura 13.23, o que segue vale para todos os ângulos. Se > 0 
como na Figura 13.23(i), então cos 0.— x/r, sen O = y/r, e assim 


Xxeorcosü, yersenO `: 


Ser <0, ontáo [r| 5 — re, pela Figura 13.23(i), vemos que 


cos. 8 Et x seng= ll 
HN -r r Ho-r r 
A multiplicação por » nos dá as relações (i) e, assim, estas 
fórmulas são válidas quer r seja positivo quer negativo. Se 
y = 0,entãoo ponto éo pólo e novamente vemos que as fórmulas 
em (i) são verdadeiras, 


As fórmulas (ii) decorrem imediatamente da Figura 13.23. 


` O resultado precedente permite passar. de um sistema de 
coordenadas para outro. Uma aplicação mais importante consis- 
te em transformar uma equação polar em uma equação em x e 
y, e vice-versa, Os três próximos exemplos ilustram o fato. 


EXEMPLO 6 


Ache uma equação em x e y que tenha o mesmo gráfico da 
equação polar r = a sen 8, com a » 0. Trace o gráfico. 


SOLUÇÃO 


Por (13.8), y = r sen B é uma relação entre sen 6 e y, Para 
introduzir esta expressão na equação r = e sen 0, mulliplicamos 


ambos os membros por r, obtendo i 


r'sarsen ð 
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4 


y 


r=asend, 
EE 


=p r=asenf, 


Qut Figura 13,24 


rzacos Y, 
a<0 


oe 


AN 


r=acos8, 
a>0 


wa 


Figura 1325 


Em seguida, como d =x! y? e y = rsen 0, temos 
2. 
xt ys ay 
ou. TE EE EN 


Completando os quadros em y, obtemos 


2 2 
AE 2) ,[& 
xy » « 2) (3) 


2 2 


" dr DEEN 
se E ug 2 


No plano-xy, o gráfico da última equação é um círculo com 
centra em (0, a/2) e raio [a[/2, conforme ilustrado na Figura 
13.24 para o caso g > 0 tes círculo sólido) e a < 0 (o círculo 
tracejado). 


Utilizando o mesmo método do exemplo precedente, po- 
demos mostrar que o gráfico de r = a cos 8, com a  0,é um 
círculo de raio a/2 do tipo ilustrado na Figura 13.25. 


EXEMPLO 7 
Ache a equação polar da higado Pym 16. 
SOLUÇÃO 


Com as fórmulas x = r cos 8 e y = r sen 8, obtemos as seguintes 
equações polares: 
.(r cos P — D sea Oy = 16 
goë gd sen? 9 = 16 
P (cos? O ~ sen? 0) = 16 
P cos 20 = 16 


aa 6 
cos 20 
P = 16 sec 28 


* A divisão por cos 28 é lícita porque cos 20 +0, (Se 
cos 28 = 0, então cos 28 « 16. 


EXEMPLO 8 


Ache a equação polar de uma reta. 


i 
Í 
j 
m 
j 
i 
i 
i 
1 
l 
i 
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D Eixo polar 


(r. 0) 


SOLUÇÃO 


Toda reta em um plano coordenado xy é o gráfico de uma 
equação linear ar + by =c. Com as fórmulas xr 
y = rsen Q obtemos as seguintes equações polár 


arcos 8 + brsen O sc 
r(acos8 +bsen8)=0 


e 
a cos 8 + b sen 8 


Superpondo-se um plano-xy a um plano-r0, o gráfico de 
uma equação polar pode ser simétrico em relação ao eixo-x (o 
eixo polar), ao eixo-y (a reta 0 = 1/2) ou à origem (o pólo). A 
Figura 13.26 ilustra algumas simetrias típicas. Isto conduz ao 
próximo resultado. 


(1) Reta 8 va? 
(2-8) n 


CA A 


NE 


(iii) Pato 
69 (n8) 


(r,-0) 


Figura 13.26 Simetrias de gráficos de equações polares. 


Testes de simetria (13,9) | 


H 
z 
| 
| 


El sübstituicdo de (a): r por-r Op i Gporz x 9 conduz à 
uma egiiação equivalente, ; 


caem ng 


DOS er er 


13 
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r=4cos0 


Figura 13.27 


Teorema (13.10) |: 


Para ilustrar: Como cos (-0) = cos 0, o gráfico da equação 
polar r = 2 + 4 cos 0 do Exemplo 3 é simétrico em relação ao 
eixo polar, pelo teste (i). Como sen (n.— 0) = sen B, o gráfico do 
Exemplo 1 é simétrico em relação à reta 6 = z/2 pelo teste (ii). 


O gráfico do Exemplo 4 é simétrico em relação ao eixo polar, às. 


teta 0 = 21/2, &.a0 pólo. Há outros testes de simetria, entretanto, 
os que mencionamos são os de mais fácil aplicação. 


Ao contrário do gráfico de uma equação em xe y, o gráfico : - 


de uma equação polar r= f (0) pode ser simétrico, em relação 
ao eixo polar, à reta O = 1/2 ou ao pólo sem satisfazer um dos 
testes de simetria precedentes. Isto decorre das várias maneiras 
distintas de representar um ponto em coordenadas polares. 


Outra diferença entre os sistemas de coordenadas retangu- 
lares e polares é que os pontos de intersecção de dois gráficos 


nem sempre podem ser obtidos resolvendo-se simultaneamente: 


as equações polares. Assim é que, pelo Exemplo 1, o gráfico de 
r=4 sen 6 é um círculo de diámetro 4 com centro em (2, 1/2) 
(ver Figura 13.27). Da mesma forma, o gráfico der = 4 cos Dé 
um círculo de diâmetro 4 e centro em (2, 0) sobre o eixo polar: 
Refetindo-nos à Figura 13.27, vemos que as coordenadas:do 


ponto de interseccáo.P(2 VE, n/4) no quadrante I satisfazem. 


ambas as equações; todavia, não se pode achar a origem O, que 
pertence a cada um dos círculos, resolvendo-se simultaneamen- 
te as equações. Assim, na pesquisa de pontos de intersecção de 
gráficos polares, às vezes é necessário apelar para os próprios 
gráficos, além de resolver as duas equações simultancamente. 
Um método alternativo consiste em utilizar equações diferentes 
(equivalentes) para os gráficos. Ț ` 


As tangentes a gráficos de equações polares podem ser 
determinadas de acordo com o próximo teorema. i 


coeficiente äñgutár. mda tangente ño gráfico de um (e) 


DEMONSTRAÇÃO 


Se (x, y) são as codrdenadas retangulares de P(r, 8), então, pelo 


Teorema (13.8), 


x=rcos0 =f(0) cos 9 
y = rsen 8 = f (0) sen 0 
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rz242cost 


Figura 13.28 


Estas equações podem ser consideradas como equações para- 
métricas do gráfico com parámetro 8. Aplicando o Teorema 
(13.3), vemos que o coeficiente angular da tangente em (x, y) é 


dy. dde _ -F(8) cos 8 + f (0) sen 0. 
dr — dx/do ^ f(8)—sen 8) + f'(8) cos 8 


= II sen 8 + f (8) cos O 
f'48) cos 8 — f (80) sen. 8 


o que é equivalente à fórmula do enunciado do teorema. 


As tangentes horizontais correspondem ao caso em que o 
numerádor na fórmula de m é O, enquanto o denominador é 
diferente de O. As tangentes verticais correspondem ao caso em 
queo denominador é0 maso numerador é diferente de 0, O caso 
0/0 exige investigação mais detalhada. 


Para achar os coeficientes angulares de tangentes no pólo, 

. devemos determinar os valores de 0 para os quais r = f (8) = 0. 

Para. tais valores (e com r = De dr/d.9 0), a fórmula:do 

Teorema(13.10)se reduz a um = tg 0. O próximo exemplo ilustra 
estas observações. 


EXEMPLO 9 
Paraa cardióide r=2+2c05 8 com 0 s 0 < 2x, ache 
(a) o coeficiente angular da tangente em 6 =31/6. 
D es pontos em que a tangente é horizontal. 

" (c) os pontos em que a tangente é vertical. 
SOLUÇÃO 


(ao gráfico der =2 + 2 cos 0 já foi estudado no Exemplo 2 e 
` está tragado novamente na Figura 13:28; Aplicando q Teorema 
(13.10), vemos que o coeficiente angular m da tangente é 


. (C2 sen 0) sen 0 + (2 + 2 cos 0) cos O 
(-2 sen 9) cos 9 — (2 + 2 cos 8) sen O 


., Zeg 8 — sent 0) + 2 cos 8 
—2(2 sen 6 cos 0) — 2 sen 8 


m 


, „£S 20 + cos 0 
sen 20 + sen 6 


Em O = 1/6 (isto é, no ponto (2 + V3, 1:/6)), 


MEE (1/3) 30M (/2 «3/2 
"7 sen (1/3) + sen (1/6) ^ (3/2) + (1/2) ` 


1. 
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(b): Pata achar as tangentes horizontais, fazemos * 


cos 28 +c0s 8 =0 


Esta equação pode ser escrita como 


ou 


De cos 8 = $ obtemos 0 = n/3 e 9 = 55/3. Os pontos corres- 


* 20028-1+0058=0 


(2 cos 8 — 1)(cos 8 +1)=0 


pondentes são 6,13) e (3, 51/3). 


cas Q == 1 nos dá O =w. O denominador da fórmula de ar 
Zem Bai, tornando-se necessária uma investigac&o adicional. 
Se 0 =x então r = 0e a fórmula de m em (13.10) se reduz a 
m = tg 0. Assim, o coeficiente angular em (0, zt) ém = tg - 0 


e, portanto, a tangente é horizontal no pólo. 


(c) Para achar tangentes verticais, fazemos 


sen 20 + sen 9 =0 


Equações equivalentes: 


e 


Fazendo sen 9 =0 e cos 9 « —£, somos levados aos seguintes 
valores de 8: 0,11, 27/3 e 4n/3. Já vimos, na parte (b), que st nos 
dá uma tangente horizontal. Os valores restantes tesultam nos 
pontos (4, 0), (1, 25/3) e (1, 41/3), onde o gráfico tem tangentes 


verticais, 


Zsen O cos +sen8 =0 


sen 8 (2 cos 8 +1) «0 


EXERCÍCIOS 13.3 


Exeres, 1-26: Trace o gráfico da equação polar. 


PEDE 2 r=-2 

3 8«-n/6 4 Ban/4 

5 rz3cos0 6 rs-2senü 

7 rzá-Asen 8 8 ra-6(itcos 8) 
9 rz244senO 10 r=1+2cos0 
1i r=2=c0s0 12 ra3+350n0 
13 r=4cs00 14 mer 


15 r=3c0s38 . 16 r» 2sen 48 


17 52352520 Ir 8cos 50 
19 r° = 4 cos 20 (lemniscata) 

20 «a - 16 son 20 

21 rd, 0 O (espiral logarítmica) 

22 rz 6 sin? (0/2) 23 r=20,020 
24 r8 = 1, @ > Q (espiral) 

25 r2 2 + 2 sec O (concóide) 


26 rzi-csc 


Exeres. 27-36; Ache uma equação polar que tenha o 
mesmo gráfico da equação em x e y. 


21 xz-3 28 y =2 

29 3433 316 30 y? = 8y 
32 ys 
.34 xy 48 


38 (+ y) arc tg (yx) = ay, a > 0 (cachleoide) 
36 aè y -3axy = O (Folium de Descartes) 


Exeres. 37-50: Ache uma equação em x e y que tenha 
q mesmo gráfico da equação polar e use-a para auxi- 
liar o tragado no plano-r0. 


37 rcos8=5 38 rsend=-2 
39 1=-3c508 40 r=d sec 0 
41 4co520=1 42 Psmn20=4 
43 r(sen 0—2cos 0) = 6 

44 r{3 cos Ù - 4sen.0) = 12 

48 r(sen Be rcos* 0) =1 

46 r(rsen^ 8 - cos 0) =3 

47 r=8 sen 9 ~ 2 cos O 

48 r=2cos8 ~ 4sen Y 

49 r=tg8 ` 50 rs6cot8 


Xxeres, 81-60: Ache o coeficiente angular da tangen- 


teao gráfico da equação polar no ponto corresponden- 
te ao valor dado de 8. 


351 rz2costs 2x3 
52 r=-2sen8; B=x/6 
53 rz 4(1-sen y; 8=0 

54 r=142c050; [EI 
$8 r=8 cos 38; KERSCH 
56 r=2sen 40; [EE 
57 P 24cos28; [EE 
58 P 2-2 sen 20; 8334/4 
59 r= 2º, GEES 

60r0=k Da ir 
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Gi Se Pro 8) e Pr, 0.) são pontos de um plano- 
18, usc a lei dos cossenos paca provar que 


(«P B > Ñ r = Anen cos (0;-9) 


62 Se a e b são reais náo-nulos, proye dugo E 
do r = a sen O + b cos 8 é um circulo, e à 
centro e o raio. 


63 Se os gráficos das equações pol; rés r=f(0) 
8(8) se interceptam em P(r, 0), prove que as tangeir 
tes em P são perpendiculares se e somente se. 


FARO g0) + (8) (8) «0 
(Os gráficos se dizem ortagonais em P.) 


64 Use o exercício 63 para provar que os gráficos de 
cada par de equações são ortogonais no seu ponto 
de intersecção: 


()r=asenb,r=acosg (D)r=al,r0=a 


65 Se cos 9 = 0, mostre que o coeficiente angular da 
tangente ao gráfico de r = (0) É 


m = Mel ERES 
(dor da) — r tg 0 


66 Uma espiral logarítmica tem equação polar 
raae"! para constantes a c b nio-nulas (ver 
Exercício 21). Esta curva é ilustrada no famoso 
problema dos quatro insetos. Quatro insetos A, B, 
C, D estão nos quatro vértices de um quadrado, 
cujocentro corresponde ao pólo. Os insetos come. 
qam a caminhar simultancamente; à mesma-veto: 
cidade, cada um em direção ao pi: imo; e 


tos são os vértices de um quadrado que diminui é 
gira em torno do centro do quado original, à medida 
que os insetos continuam a caminhar. Se a posição 
do inseto A tem coordenadas polares (+, 8), então a 
posição de B tem coordenadas (y, 0 4/2), 


(a) Mostre que a reta por A e B tem coeficiente 
angular 


sen 0 — cos 8 
sen O + cos 8 


(b) A retaporA e B é tangente à trajetória do inseto 
A, Use a fórmula do Exercicio 65 para concluir 
que dr/d8 = ~r. 


monas SE 


RSE AA 
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(e) Prove que a trajetória do inseto À é uma espiral 66 as "M 
logarítmica. (Sugestão: Resolva a equação diferen- Os limites das somas, quando a norma Il da subdivisão tende 
cial em (b) separando as variáveis). 


ud 
para 0, são ambos iguais à integral ji SIA) do. Isto nos då 


Exercs, 67-68: Grafe a equação para os valores dados de o resultado seguinte, 


Beuseo gráfi ico para determinar simetrias. 


67 r«2sen 0 tg? ; [3505/5 ^ 


então a área À da região, delimitada pelos gráficos de 
"DD: EILER BE 


4 
68 r a men 
DESS 05052 


Exeres, 69-70: Grafe as equações polares no mesmo plano 
coordenado e estime os pontos de intersecção dos gráficas. 


A La VQ do = faro 


69 r=8c0538,r=4-2,5c058 


A integral no Teorema (13,11) pode ser interpretada conto 


- 2 H 2 nin 
Türe2se* 8, r= 1 + cos? 8) 8=B um limite de somas escrevendo-se 


13.4 INTEGRAIS EM COORDENADAS POLARES 


Pe ^ 
A= L Apr de = Jim, A UP 46, 


8=0, Pode-se achar a área de certas regiões delimitadas por gráficos 
de equações polares utilizando-se limites de somas de áreas de 
/8 "Oi. setores circulares: Denominatemos região Ry (para integração 
em relação a 0) uma região R do plano r0 delimitada por retas 
8za68 xp para 0 sa«p s 2r e pelo gráfico de uma equação 
polar r = f (8), onde fé contínua e f (8) = O em lo, BLA Figura 
13.29 ilustra uma região Ry, 


"na Pla qualquer número sw, no subintervalo [0 p 8,] de fo, BLA 
Figura 13.31 ilustra geometricamente uma soma de Riemann típica. 
a 


As seguintes diretrizes são úteis para relembrar esta fór- 


Figura 1331 mula de limite de somas (ver Figura 13.32). 


Diretrizes para achar a área | 1 Esboce, a regi o, tudo o gráfico de e 
` de uma região (13.12) 
Seja Puma partição de [u, 8i determinada por 


Wu [odiado PAS PAS RPA SPP B. 


Figura 13,29 ` eseja AB, 0,- 80, , para k= 1, 2,..., n. As retas 0 = 0, dividem 


Remsub-regióes em forma de cunhas, Se f (tt) o valor mínimo 
e f (y) € o valor máximo de fem f8, p 9,), então, de acordo 
com a Figura 13.30, a área AA, da k "= sub-região está entre.as 
áreas dos setores circulares inscrito e circunscrito e com ángulo 
central A6, e raios f (1) e f (vj), respectivamente, Então, pelo . 
x Teorema (1.15), 


¿OP A9, s A, < HUE 48, 


ÉIS 


ra ue E EXEMPLO 1 


Ache a área da regiño delimitada pela cardióide r =2+ 2 cos 8. 
SOLUÇÃO - 


Somando de k = 1 a k =n e notando que a soma dos AK é a área 
A de R, obtemos 


B=a “Seguindo a diretriz 1, começamos por esboçar a região, como 
> Ra Figura 13,33, Obtém-se a cardióide fazendo-se 8 variar de Ü 


Figura 13.30 "a 2x; entretanto, em virtude da simetria, podemos achar a área 


kel 


3: d AB SA i Daf 88, 
si 


Teorema (13.11): | Sefé continua ef(8)z Dem fe, Bj, onde 0 s a < B «2x, 


Figura 13.32 . da metade superior e multiplicar o resultado por 2. Assim, - 


196 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 13 


7 24+2c050 


usamos o =0 e B = x como o menor € o maior valor de 0. De 
acordo com a diretriz 2, tragamos um setor circular típico e 
determinamos seu ángulo central dB. Para aplicar a diretriz 3, 
apelamos para a figura, obtendo o seguinte: 


raié do setor circular: r= 2 +2 cos O 


área do setor: 44% dë = 1(2 + 2 cos Op da 


Utilizamos em seguida a diretriz4coma=08 p=, lembrando 
Figara 13.33 ` 


M 
que a aplicação de f -à expressão $ (2 + 2 cos 0)? d8 equi- 
q: 


vale a tomar um limite de somas de Áreas de setores circulares, 
varreudo toda a região ao variar 8 de O a x. Assim, 


ja " 
A=2f 1042 ey de 
À Í, zb + 2 cos 8) 
H 
E (4 + 8 cos O + 4 cos? 0) de 
` : : 
Como cos? 9 = ¿(1 + cos 20), obtemos 


" 
Aaf (6 + 8 cos 8 + Z cos 28) de 
d E 


S Io + 8 sen Dr sen E = 6x 


t, é , 4 sisia 
Figura 13:4 Poderíamos também ter achado a área tomando o = De EK 


A Figura 13.34 ilustra uma região R entre os gráficos de 
duas equações polares r=f (0) e r^ g(8) e as retas fe ae 
9 = f. Podemos achar a área À de R subtraindo a área da região 
Dam interior delimitada por r=g(0), da área da região exterior 
delimitada por r = f (8), como a seguir: 


A A 
Auf tior do -f Lamp de 
A ef Hey & - f, Aer: 
Utilizamos esta técnica no próximo exemplo. 


EXEMPLO 2 


Ache a área À da região R interior à cardióide r=2 + 2cos06 
exterior ao círculo r = 3. 


SOLUÇÃO 


A Figura 13.35-exibe a região R e setores circulares que se 
prolongam do pólo aos gráficos das duas equações polares, Os 
pontos de intersecção (8,103) 6 (3, 1/3) se obtêm resolvendo-se 


Figura 1335 
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HE 


as equações simuitancamente, Como os ângulos « e B nas 
diretrizes 13.12 são não-negativos, acharemos a área da metade 
superior de R (usando a= Qe = 2/3) e duplicaremos o resultado. 
Subtraindo a área da regido interior (delimitada por r =.3) da área 
, da região exterior (delimitada por + = 2 + 2 cos), obtem 


KO 


4 «if 


EI & 
= 4, (4 co? 0 + 8 cos 8 — 5) dd 


3Q + 2 cos OF dO Be 


Como no Exemplo 1, pode-se calcular a integral mediante a 
substituição cos? 9 = ¿(1 + cos 20). Pode-se mostrar que. 


A 52/3 — n e 4,65 


Se uma curva C é o gráfico de uma equação polar 
1=f(0) de 0 = @ 48 = f, podemos achar scu comprimento £ 
utilizando equações paramétricas. Assim, tal como na prova do 
Teorema (13.10), temos como parametrização de C, 


x=f(8) cos 0, y «f (0) sen8jy «0 sf 
Diterenciando em relação a O, obtemos 


g = -f(8) sen 0 + f*(0) cos 9 


de = f(8) cos O + f'(0) sen Q; 


Em vista da identidade trigonométrica sen? 0 + cos? 6 
pode-se mostrar que 


2 2 3 À 
LS *(&) = voe «ior 


A substituição no Teorema (13.35) com t= 8, 4 2.«c b =P dá 


Le DÉI: TO af WE p 


Para rememorar esta fórmula, podemos utilizar a diferen- 


cial do comprimento de arco ds = darf + (dy). em (13.6), 
obtendo: s 


A go 


EE 
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Diferencial do comprimento 
de arco (13.13) 


"=14-c058 


Figura 13.36 


Podeinos agora escrever a fórmula de L como * 
da 

L= 
90 


Os limites de integração indicam que a variável independente é 
8, e náos. 


EXEMPLO 3 
Ache o comprimento da cardióide r= 1 + cos O. 
SOLUÇÃO 


A Figura 13:36 ilustra a cardióide.:Lançando:mão: da simetria; 
determinaremos o.comprimento:da metade superior:e duplica- 
temos o resultado, Aplicando (13.13); temos”. : 


- X ces By X (sen Of do: 

= VI + 2 cos 0 + cos? 0 + sen O do 
2 +2 cos O do 

BECK EC 


Logo 


Qu 
DT ef Ed rer 
i Bet 7 v 


A última integral podé ser calculada empregando a identidade 


trigonométrica cos?4 9 = 1(1 + cos 8), equivalenieiente, 
1+c090= 20846, Assim, 


L= nel, VZ cos? T8 à 
=4 ih cos 10 do 
= 8[ sen pT =8 


Na solução do Exemplo 3, era legítima a substituição de 


“cos? 1 9 por cos i 9, porque, se 0 $0 < x, então O si DS 2 
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Figura 13.37 


Superficies de revolução em 


coordenadas polares (13.14): 


Figura 13.58 


e, daí, cos 1 9 é positivo em [0, 11]. Se não tivéssemos utilizado 
a simetria, escrevendo simplesmente L como 


EI 
Í Vr Y (dr/d8). de, esta simplificação não seria válida. De 
n 


modo geral, ao determinar áreas ou comprimentos de arcos que 
envolvem coordenadas polares, é conveniente utilizar quaisquer.: 
simetrias acaso existentes. 


Seja C o gráfico de uma equação polarr = f(0),u s 0 «f. 
Vamos obter uma fórmula para a área $ da superfície gerada 
pela revolução de C em tomo do eixo polar (ver Figura 13.37). 
Como as equações paramétricas de C são 


x=f(0)cos8, y «f(B) senda s0 «6 


podemos achar S aplicando o Teorema (13.7) com 9 = t. Isto nos 
dá o seguinte resultado, onde:a diferencial do: comprimento: ¿des 
arco ds é dada por (13.13). 


Ba tomo do exo polar, 7 


"o TE = E 
Imp di fo Ze sen 0 ds 


o 


Ao aplicar (13.14), devemos escollter o e D de modo que; 
a superfície não trace a si própria novamente quando C gira, 
como seria o caso se o círculo r = cos 6, com O x O = x, girasse 
em torno do eixo polar. 


EXEMPLO 4 


A parte da espiral += de s028 zgiraem torno do eixo 
polar, Ache a área da superfície: resultante. 


SOLUÇÃO 


-A Figura 13.38 ilustra a superfície. De acordo com (13.13), a 
diferencial do comprimento de arco em coordenadas polares é 


ds = Very + G eU de 
EN" 


TV dd = * e” do 


EJ 
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Logo, por (13.14), 
pos pan 
Sa 2ny ds = 2nr 8 ds 
TL. xy Jes sen 
z 
s Ze? sen O (+ e) de 
-Saf e” sen 8 do 


Por integração por partes, ou aplicando a Fórmula 98 da tábua 
, de integrais (ver Apéndica IV), temos 


e Biereng cos 0) po EE 


Le 3 De 845. 


EXERCÍCIOS 13.4 


Exeres, 1-6: Determine a área da região delimitada | n 
pelo gráfico da equação polar. 


1 rz2c050 2 r=5sen0 

3 r=l-cos0 4 rs6-6stnQ 
8 r=seu20 6 =9c0528 
Exercs, 7-8: Ache a área da região R. 

7 R=((,0):0<057/2,0<r< d} 

8 R=((,0:0s0sm0srs20) 


Exeres. 9-12: Ache a área da região delimitada por 
um laco do gráfico da equação polar, 


9 P=d 00526 10 r=2cos30 14 
11 r=3 cos 50 12 rs sen 60 


Exeres, 13-16: Estubelega integrais em coordenadas 
polares para achat a área da região exibida na figura. 
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. 15 
AN 
Ls 
ras 
+ yax 
Sid 
“++ ELE 
16 
Ay 


Exercs, 17-18: Estabeleça integrais em coordenadas 
polares para calcular a área (a) da região mais escura 
e (b) da regiño mais clara. 


eret KEE 


EE 


r=6cos0 


de 
ir22*2cos0 


Exeres, 19-22: Ache a área da região exterior ao 
gráfico da primeira equação e interior ao gráfico da 
segunda equação. 


19 r=2+2cos0, EH 

20 r22, riese — 8 
3 r=2, ` É ` . Posen 20 CS 
2r=1 send, r=3senQ 


Exercs, 23-26: Áche a área du região interior ao 
gráfico de ambas as equações. d 


23 rz sen, ra V3 cos O 
24 r=2(1 + sen 9), ral 
25 rz i sen8, ra Zeen 


26 122400820, 


Exeres. 27-32: Ache o comprimento da "cuia 
20 rs deüs0a0s2x 
28r28de8-020 - 4x 

29 y = cos? 10 de CERES EE] 


30 r=Nde0=0aD=a 


atra sen 10 


¿Dra -2cos0 
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Exercs. 33-34: Usc a regra de Simpson com n =4 para 
obter uma aproximação do comprimento da curva. 


33 rz84cosüde 8-020 1/2 
34 r = sen 6 + cos? Oide B = Da Dem = 


Esercs, 35-38: Ache a área da superficie gerada pela 
revolução do gráfico da equação em torno. do eixo. 
polar. 


35 r=2+2c058 
3M rs in senf . 


36 12 =4c0520 
38 rz2acos8 


Exercs, 39-40: Use a regra do trapézio com à 4 para 
obter uma aproximação da área da superficie gerada 
pela revolução do gráfico da equação polar em torno 


da reti. 9=2/2, (Use: n simetria ao estabelecer a 
integral): 


39 r=sento 40 r cos! 0 


41 Um era d a superfície:gerada pela revolugüo de: .- 
um círculo enrtorno.de uma reta do plano que não: 
intercepta o círculo; Use coordenadas polares para. 


13.5 EQUACÁO POLAR DAS CÓNICAS 


achar a área da Superficie do Loro gerado pela 
revolução do círculo x + y* = a? em torno da teta 
xzb,com <a «b. 


42 Seja OP o rnio do pólo ao ponto P(r, 8) da espiral 
r = a9, a > D Se o.raio faz duas revoluções 
(partindo de 8 0, ache a áréa da região varsida 
na segunda revolução e que não foi varrida na 
primeira revolução (ver figura). 


r=a8 


43 Apariedaespiralr=d de Bas Qa 0% m/Zrevolve.: == 


em torno dareta 9 = 3/2, Ache. área da superficie: 
resultante: 


Teorema (13.15) 


O teorema seguinte associa as definições de parábola, elipse e 
hipérbole em uma descrição unificada das seções cônicas. A 
constante e no enunciado do teorema é.a excentricidade da 


cônica. O ponto E é um foco da cônica, e a reta [é a diretriz; A . - 


Figura 13.39 ilustra posições possíveis de F e I: 


“Sejam Fui “pónito fixo e uma teta. £ixa de um 1 plano: o. 
conjunto de todos os pontos P do Hat o Dis que a razão 
dP, Fy dP, Q 2) é uma, „constante y positiva e, com «e, Q). 
E de. A cônica é” 


DEMONSTRAÇÃO 


Se e = 1, então d(P, F/d(P, Q) e, por definição, a cônica 
resultante é uma parábola com foco F e diretriz I. 


Suponhamos em seguida O « e < 1. Convém introduzir um 
sistema coordenado polar no plano com F como pólo e I perpen- 
dicular ao eixo polar no ponto D(d, 0), com d > 0, conforme 
ilustrado na Figura 13.40. Se P(r, 6) é um ponto do plano tal que 
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EN 
8 


Figura 13:39: 


Figura 13.40 


mel 


dp, FAP, Q) = e < 1, então P está à esquerda de L Seja Ca 
projeção de P sobre o eixo polar. Como 


dë. E) s r. e dP. Q) - d-—cos 8 


segue-se que P satisfaz a condição do teorema se e somente se 
as equações seguintes são verdadeiras: 


SS 

d - r cos 8 

r= de ~ er cos 8 

Ki +e cos 8) = de 
de 

1 +eco 8 


g 


r= 


Obtém-se as mesmas equacóes se e = 1; entretanto, não há ponto 
(r, 8) no gráfico se 1 + cos 0 = 0, 
Urma equação em x e y correspondentear= de= er cos Dé 


- XT Xy! a de = ex 


Elêvando:ambos-os-membros:ao-quadiado-e: Kees tere 


mos, obtemos: 
(1- e)x*e2 dex yo det 


Completando o quadrado e simplificando, temos 
2 
de Y. oy dei 
(=+ 5) ti-e” t-a 


Finalmente, dividindo ambos os termos por d%e?/(1 — e?! che- 
gamos 8 uma equação da forma : 


ER. y 1 
E t7 


com h= de'/(1— e). Conseqüentemente, o gráfico é uma 
elipse com centro no ponto (A, 0) sobre o eixo-x e com 


H mot 
“Como de ë- Rz de 


obtemos c = det -- e?) e, então, |} = c. Isto prova que Fé um 


foco da elipse. Segue-se também que e = c/a. Demonstração 
análoga vale para o caso e > 1. 


Mostra-se também que toda cónica náo degenerada pode 
ser descrita por meio do enunciado no Teorema (13.15), Tem-se, 


d 
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assim, uma formulação das seções cónicas equivalente à dada 
previamente, Como o teorema inclui todos os três tipos de 
cónica, esta formulação éàs vezes encarada como uma definição 
das seções cônicas. 


Se tivéssemos escolhido o foco F à direita da diretriz, 
conforme Figura 13.41 (com d > 0), então teríamos chegado à 
equacio r = de/(1 - e cos 6). (Note o sinal menos em lugar do 
sinal mais.) Considerando d negativo, acorrent outras mudanças 
de sinal. 


pa de 
1-ecost 


Se tivéssemos tomado / paralela ao eixo polar e passaado 

. porum dos pontos (d, 2) ou (d, 31/2), conforme Figura 13.42, 

então as equações correspondentes conteriam sen Q em vez de 
cosQ. ` 


E (0) 


p———ÓÁnt( 


e ei de ua 
T de NOS 
E mE T? [Tes 
Tagen  ————————1 


Figura 13.42 


Figura 13.41 


O próximo teorema resume o que expusemos. 


Teorema (13.16) | Uma equação polar que: tem ui 


xépre: uina, seco: 
g= 1, uma elipse se 0 «: 


EXEMPLO 1 

Descreva a equação polar r = PETI e trace o seu 
gráfico. 

SOLUÇÃO 


Dividimos primeiro o numerador e 0 denominador da fração por 3: 
m 
d 
lico 
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al 
V(10, x) 


Figura 1343 


— 


Ath 
Dal 


Figura 13.44 


reb 
342c058 


r(2,0) 


Esta equação tem uma das formas do Teorema (13.16) com 
e= B Assim, o gráfico é uma elipse com foco F no pólo e eixo 
maior ao longo do eixo polar. Determinamos us extremidades 
do eixo maior fazendo 0 = 0 e O = 1. Obtemos VQ, 0) e 
V *(10, x). Então 2a = d (V *, V) = 12 0u a = 6 


O centro da elipse é o ponto médio (4, x) dé 
Como e = c/a, temos 


c= æ a GG) = 4 
Logo, Da @ -e = 36 16 = 20 


Assim, b = V20.0 gráfico está esboçudo na Figura 13.43, Para 
referência, sobrepusenos um sistema de coordenadas xy 20 
sistema polar. : 


EXEMPLO 2 


Deivi a equação polar r = z—- Is € trace seu gráfico. 
2+3sen 8 8 Tu 
SOLUÇÃO 


Para dar uma forma adequada à equação, dividimos o numera- 
dor e o denominador da fração por 2: I 


ra 
1+3sen 0 


Assim, € = Ze e, pelo Teorema (13.16), 0 gi 


bole com um foco no pólo. A expressão ser find lícá quejo eixo 
transverso da hipérbole é perpendicular ao eixo polar. Para. achar. 
os vértices, fazemos 8.5 10/20 O = 3/2 na equação dada; o; que... 
nos dá os pontos ` S : 


2asd(V,V')48 qua d=4. 


Podemos usar os pontos (5, 0) e (3, 11) do gráfico para tragar o 
ramo inferior da hipérhole. Obtém-se o ramo superior por sime- 
tria, conforme ilustrado na Figura 13.44. Se quisermos maior 
precisão ou informação adicional, calcularemos : 


cu dea AO) 5 
e bag -£$236-16 = 20 


Podemos entío construir as assíntotas na forma usual. 


Figura 13,45 


EXEMPLO 3 


p n ` 15 
Trace o gráfico da equação polar r = 4-4 cos 8 


SOLUÇÃO 


Para chegarmos à forma adequada, dividimos numerador e 
denominador por 4: 
B 
C 
- cos 8 


Conseqüentemente, e = 1 e, pelo Teorema (13.16), o gráfico é 
uma parábola com foco no pólo. Podemos obter um esboco da 
curva marcando os pontos que correspondem aos interceptos-x 
€ y, que estão indicados no quadro a seguir: 


8 D 


"n 
2 


ja 


indefinido 15 15 5 
4 4 


Note que o gráfico não tem ponto correspondente a 0 = 0, pois 
o denominador 1 —cos 8 é 0 para aquele valor. Marcando os três 
pontose notando que o gráfico éuma parábola com foco no pólo, 
obtemos a Figura 13.45, 


Se quisermos apenas um esboço aproximado de uma cô- 
nica, recomendamos a técnica utilizada no Exemplo 3. Para 
utilizar este método, marcamos (se possível) pontos correspon- 


dentes a 8 = 0, 1/2, x e 3n/2. Esses pontos, juntamente com o ` 


tipo de cônica (obtido a partir do valor de e), conduzem facil- 
mente ao traçado. 


, EXEMPLO 4 , 
` Ache uma equação em x e y que tenha o mesmo gráfico que a 
equação polar. 
Ee 
4-4sn0 
SOLUÇÃO 


Multiplicamos ambos os membros da equação polar por 
4-4 sen 6 e aplicamos então relações entre as coordenadas 
retangulares e polarés, a saber: 
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i 
> 30) 
1 
1-558 
ME 
2-cos 6 
EXERCÍCIOS 13.5 ` 
Exercs. 1-10: (2) Achen excentricidade e classifique 9 6 esc 8 
a cónica. (b) Trace o gráfico e marque os vértices. 7^3 843 
jopa GENEE 12º 10 r esc 8 (esc 0 — cot 8) 
dug 6 +2 sen 8 2 rc Gizmo s DN E 
Exercs» 11-20: Obtenha equações em x e y para as 
a 12 Ass 12 equações polares dos Exercícios 1-10, 
2-6 cos 8 2+6cos 8 é : 
Exercs. 21-26: Ache a equação polar da cónica com `- 
iz. 3 37 Era ER foco no polo, excentrividade e equação da diretriz 
2+2c05 0 2-2 sen 9 dadas. 
4. 4 sec 8 end re2sec 8 
, 5" Zsc6-1 > 


r(4 — 4 sen 8) = 15 


dr = 15 + 4r sen 9 
ATT Y) = 15 4 dy 


Elevando ambos os membros ao quadrado e simplificando, 
obtemos 


16(4? + y?) = 225 + 120y + 16y? 
161? => 120y + 225 


EXEMPLO 5 


Ache a equacáo polar da cónica com foco no pólo, excentrici- 
dadee = $ ediretrizr=-3 sec 9, 


SOLUÇÃO 


Podemos escrever a equação r = — 3 sec 0 da diretriz como 
r Cos 8'= 3, que equivale a x = — 3 em um sistema de coorde- 
nadas retangulares. Isto-nos dá-a situação ilustrada na Figura 
13.41, com d'= 3. Logo, a equação polar tem a forma 


de 


Fº TT e cos 6 


Substitufmosentãod = 3 e = É 


“eg g-2 


is 
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Renh ra d ep q 
Bezxdra-3escê 
24623; ra -dscc8 
25 e=1;rc080=5 

26 ex i;sen8--2 


27 Ache a equação polar da parábola com foco no 
pólo e vértice V(4, 10/2). 


23 Uma elipse tem faca no pálo, centro CO, 2/2) e. 


vértice V(1, 37/2). 
(a) Ache a excentricidade 
(b) Escreva a equação polar da elipse, 


Exeres. 29-32: Ache o coeficiente angular da tangen- 
teà cónica no ponta correspondente ao valor indicado 
de 9. 


ETE Ek 
dra og 0 
rege 9-45 
areri 9-65 


Exercs, 33-36: Estabeleça wmaintegral emcoordena- 
das polares para achar a área da região delimitada 
pelos gráficos das equações. 


33 r= 25008; 0=x/6, [EI 
34 r= csc 8 cot 6; [EI^ G=x/4 
35 r(1-cosB)=4  QO=xf4 
36 r(i+sen0)=2  0=x3 


37 A primeira lei de Kepler afirma que os planetas 
percorrem órbitas elípticas com o Sol como um 
dos focos, Para achar a equação de uma órbita, 


colaque o pólo O no centro do Sol e o eixo polar 
ao longo do eixo maior da elipse (ver figura). 


(a) Mostre que a equação da órbita é 
SS ü a 
1 - ecos 
onde cé a excentricidade e Zo é o comprimento 


do eixo maior. 


(b) Definem-se como, periélio e afélio, respectiva- 
mente, a menor e a maior distância de um 
cpie ao Sol. Mostre que Fyer = al-ee 
raite 


Eixo polar 


38 Ref, Exercicio 37. O planeta Plutão percorce uma 
órbita elíptica de excentricidade 0,249. Se o perié- 
lio é 29,62 UA, ache a equação polar da órbita e 
estime a distância no afélio. 


39 (a) Use o Teorema (9.6) Pom mostrar que 


Mero sz 


(b) Use a Definição (5.29) para achar a distância 
média de um planeta ao Sel. 


40 Ref. Exercícios 37 e 39. Bros, com uma distância 
média de 1,46 UA do Sol, é um asteróide do 
sistema solar. Se Eros tem órbita elíptica com 
excentricidade 0,223, ache uma equação polar 
aproximada da órbita, e estime a menor distância 
de Eros ao Sol. d 
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! 
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13.6 EXERCÍCIOS DE REVISÁO 


Exeres, 1-4: (2) Ache a cquação em x e y cujo gráfico 
contenha os pontos da curva C, (b) Trace o gráfico de 
Ce indique a orientação. 


i satan roba 0ets4 


2 x=? ¿-2,y=stnt+1Osts 2x 
3 xvi y Z5; 120 
4 x23c08st42, y s-35sent- 10 sts 2x 


Exeres, 5-6: Trace os gráficos de Cy, Cy Cel, 
indique suas arientações. 


8 Cirat paff -dsts4 
Cord, ye-Y Oatsló 
Cy x 4cos t, ys4sunt  ÜOasts?n 
Ce xd, ys-Vlá-e7, — i«ln4 

6 Cousas tem 

ps em 


EFT M 
Cy xs Loser t, y s cos? ttem R 


Exercs, 7-8: Seja C a curva parametrizada dada. (a) 
Expresse dy/dx om termos de t. (b) Ache os valores de 
tque correspondam às tangentes horizontais ou verti- 
cais ao gráfico de C. (c) Expresse d 2yjdx? em termos 
det. 


7 rs 


B y 226 + 411; (em t 

8 xct-2senty =1-2 cos 4 tem R 
Exeres. 9-26: Trace o gráfico da equação polar. 
9 p=-4send 10 r2 10 c058 


11 rz6-3cos0 12 r=3+2c058 

13 2 =9sen20 14 = dsen 20 

15 r=3 sen 50 16 r=2sen30 

17 2r=8 18 r265,020 

19 r-8sec0 20 ene - 2500) «6 
21 r4-4cos8 


22r a4 cos? 10 


SE 


TA AR 


23 r=6-rcosê 


24 r=6cos 28 


3 
Br cos 8 


27 y a dx 
29 2x-3y = 8 30 4? ipy? =%y 
21 Ae 3142y 3y 


Ezeres, 33-38: Ache a equação em x c y que tenha o 
mesmo gráfico da equação patar, ` 


33 ratga 34 r22cos0 4 3sen 6 
38 Pá sen 28 36 sec 20 
3184/3 38 ram 6 


Exercs, 39-40: Ache o coeficiente angular da tangen- 
te no gráfico da equação polar no ponto corresponden- 
te ao valor indicado de 0. 


3 2 
9r v4 07772 


40 rae Dat 


41 Ache a área da região delimitada por um lago de 
P =A son 20. 


42 Ache a área da região interior ao gráfico.de 
+2 sen Q e exterior ao gráfico: 


43 A posição (x, » deum ponto: 
¿dada pore 2 sent, y= sei? Achea distan ji 
percorrida pelo ponto de £= Q'a t = 1/2, 


44 Ache o comprimento da espiral r = 1/0 de 0 =i a 
EI 


45 A curva com parametrizacio x = Itl, ysdt- 
3:0 «ts 1, revolve em torno do cixo-y. Ache a 
área da superfície resultante. 


46 O arco da espiral r = e? de 8 =0 30 = gira em 
, tomo da reta @ = 1/2. Ache a área da superficie 
resultante. 


47 Ache a fren da superficie gerada pela revolução 
da lemuiscaia d = «? cos 20 em toro do eixo 
polar. 
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48 Um segmento retilíneo de comprimento fixo tem 
suas extremidades A e B sobre os eixos y € x, respec- 
tivamente, Um ponto fixo P sobre AB é tal que 
dA, P) a e d(B, P) = b (ver figura). Se A e B 
deslizam livremente sobre seus respectivos eixos, o 
ponto P descreve uma curva C. Se té a medida em . 
radianos do ângulo ABO, estabeleça equações para- 
métricas para C com t como parâmetro; descreva C. 


VETORES E SUPERFÍCIES 


INTRODUÇÃO 


Um vetor tem duas naturezas diferentes, 
uma, geométrica e outra, algébrica. De modo 
geral, a geometria ajuda a entender intuitiva 
mente o conceito de vetor, mas quando se rata” 
de provas rigorosas, tornam-se necessárias téc- 
nicas algébricas. 


Há diferentes maneiras de introduzit veto- 
res, de modo que eles possam ser aplicados em 
duas ou três dimensões. Em um enfoque, defi- i 
nimos os vetores em três dimerisöeš'e os part 
cularizamosparaocaso de vetores eri um plano 
coordenado, Outro processo consiste em definir 
os vetores em um plano coordenado, generali- 
zando-os então para três dimensões. Adotare- 
mos o primeiro método, começando com o 
plano-xy familiar da Seção 14.1, passando en- 
tão a um sistema de coordenadas xyz na Seção 
14.2. Uma vantagem deste enfoque é que pode- 
mos grafar (e visualizar) os pontos iniciais e 
terminais de vetores mais facilmente no plano ` 
do que em três dimensões. Além disso, as de- 
monstrações de propriedades da adição de ve- 
tores e multiplicação por escalar são mais 
breves, porque há menos uma componente do 
vetor a considerar. Como as demonstrações . 
correspondentes em três dimensões seguem 
exatamente o mesmo padrão, torna-se desne- 
cessário repeti-las na Seção 14,2, 


Nas Seções 14.5 e 14.6 estudamos tópicos 
de geometria analítica sólida que incluem retas, .. 
planos e superfícies. Nosso principal instru- 
mento para esbogar o gráfico de uma superficie 
é 0 seu trago no plano, Um bom conhecimento - 
da determinação de traços em muito auxiliará 
naanálise de gráficos de superfícies gerados por 
computador, estudados no Capítulo 16. 


211 


eege 


212 Cálculo com Geometria Analitica Cap. 14 


Cap. 14 Vetores e superfícies 213 


14,1 VETORES EM DUAS DIMENSÕES 


Quantidades como área, volume, comprimento de arco, tempe- 


: Q 
A Pp ratura e tempo têm apenas a magnitude, ou grandeza, para 
É caracterizá-las, e podem ficar definidas completamente por um 
f -> a "n n = y h 
i P/c único número real (com uma unidade adequada de medida tal 
é " como cm?, mé, em, g ou 8). Uma quantidade deste tipo é uma 
! grandeza escalar, e o número correspondente é um escalar, Já 
1 


B 


P um conceito como velocidade e força exigem, para caracterizá- 
lo, não só a magnitude, ou nódulo, como também uma direção 
(sentido) e é representada em geral por um segmento orientado 
— isto é, um segmento dotado de uma direção (ou sentido) de 
percurso. Outro nome para um segmento de reta orientado: 
vetor. 


Á 


Figura 144 AT 2 AH + BC 
"ul Figura 14. 


S 
o 


io 
i 
+ 


à Conforme Figura 14.1, escrevemos B para denotar o 
i vetor com poto inicial P e ponto terminal Q, e indicamos à 
orientação do vetor colocando uma seta em Q. O múdulo, ou 
magnitude de P, é o comprimento do segmento PQ, e se 
denota por [PO i}. De acordo com a figura, utilizamos mindscu- 
d las em negrito tais como u e v para denotar vetores cujos pontos 
terminais não são especificados. Em manuscrito, costuma-se 
escrever t Qu V. 


/ 
¿0 


Pr 
Figura 14,5 PS = PO + ER 


Dizem-se equivalentes vetores que têm o mesmo módulo 
ea mesma direção (sentido). No cálculo, caracteriza-se um vetor 
apenas por seu módulo e direção (sentido), e não por sua 
localização. Consideramos, pois, equivalentes vetores como os 
da Figura 14.1, e escrevemos : E 


Figura 14,2 


u = PO wn DÉI 2o uev 


Assim, um vetor pode ser trausladudo de uma posição para 


outra, desde que não se alterem módulo nem sentido, Figura 14.6 


Podemos representar muitos conceitos físicos por vetores. 

A título de ilustração, suponha que um avião esteja descendo à d 

x velocidade constante de 160 km/h e que a linha de vão faça um H 

KUUAE ângulo de 20º com a horizontal. Ambos esses fatos são repro- S 

ee 3 A sentados pelo vetor v de módulo 100 na Pigura 14.2. O-vetor v 
E 1 é um vetor velocidade. 


ia 


Um vetor que represente uma atração ou repulsão de : 
algum tipo é um vetor força. A força exercida quando uma "E 
pessoa segura um peso de 5 quilos é ilustrada pelo vetor F de E 
módulo 3 na Figura 14,3. Esta força tem o mesmo módulo que 
a força exercida pela gravidade sobre o peso, mas atua em 
Figura 14.3 sentido contrário, Como resultado, uão há movimento nent para Figura 14.7 
cima nem para baixo. ` 


Às vezes, utilizamos AB” para representar a trajetória de 
um ponto (ou partícula) que se move zo longo do segmento 
retilíneo de A a B. Referimo-nos então a H como um desto- 
camento do ponto (ou partícula). Conforme Figura 14.4, um 
deslocamento ZB seguido de um deslocamento BE c 
mesmo ponto que o deslocamento único AC: Por definição, 
vetor AC é a soma de AB e C ; escrevemos 


AE «AB +50 


Como os vetores podemser transtadados de um lugar para outro, 
dois vetores quaisquer podem sempre ser somados, fazendo-se 
o ponto inicial do segundo vetor coincidir com o ponto terminal 
do primeiro, c tragando-se o segmento do ponto inicial do 
primeiro no ponto terminal do segunda vetor (ver Figura 14.4). 


Outra mancira de achar a soma consiste em escolher 
vetores PO e PE iguais a AB e BC , respectivamente, e que 
tenham o mesmo ponto inicial P, conforme exibido na Figura 
14.5. Construindo-se um paralelograma REOS, então, como 
BR =05 ,segue-se que ES = PO + BR, Se PO e PIU são duas 
forças que atuam sobre P, então ES € a força resultante — isto 
é, a força única que produz o mesmo efeito que as duas forças 
combinadas. 


Se c é um escalar e y um vetor, então cy se define conto 
un vetor cujo módulo é fel vezes o módulo hl de v e cujo sentido 
éo mesmo de v, se c> D ou sentido contrário, se é < 0, A Figura 
14.6 ilustra os fatos. Referimo-nos a ev como um múltiplo 
escalar de v. 


Em todo o restante desta Seção, resiringiremosiios 
estudo ao caso especial em que todos os vetores jazent en ya 
plano-ry. So PO é um desses vetores, então, conforme ind fad 
na Figura 14,7, há muitos vetores. equivalentes a LO; todavia; 
há precisamente um vetor equivalente a a = OA” com pólio 
inicial na origem, Este vetor OK é chamado vetor posição de 
FO. Assim, cada vetor determina um único par ordenado de 
números reais, as coordenadas (a, ay) do ponto terminal do seu 
vetor posição. Reciprocamente, todo par ordenado (a, a;) defi- 
neovetorOA , onde À tem coordenadas (a,, a) Há, assim, uma 
correspondência bitntvoca entre os vetores em um plano xy e 
pares ordenados de números reais. Esta correspondência per- 
mite-nos interpretar um vetor seja como um segmento orienta- 
do, seja como um par ordenado. Para cvitar confusão com a 
notação de intervalos abertos, utilizaremos o símbolo (a, a) 
para um par ordenado que represente um vetor, que denotamos 
por uma letra minúscula em negrito. Assim, a = (Ay ah, Os 
números a, e a, sáo os componentes do vetor (a, a,). Dois 
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Ay 


vetores (a, a;) e (b,, D.) são iguais se e somente se a, = b, e 
a,= b, SeA éo ponto (a,, a;), como na Figura 14.7, designamos 


OH coma o vetor posição de (a, a,), ou do ponto A. 


diferentes — uma geométrica e outra algébrica, Nem sempre 

fazemos distinção entre as duas, Deve ficar claro, pelo contexto, 

se estamos nos referindo a pares ordenados ou a segmentos 
S ~ orientados. Empregaremos o símbolo V; para o conjunto de 

Figura 14.8 5 7 

todos os vetores (x, y), onde x e y são reais, 


O módulo Wl do vetor a = (a, a,) é, por definição, o 
, comprimento do seu vetor posição OA”, conforme Figura 14.8. 
WG pode ser enunciado de outra maneira, como na próxima 
definição. 


Definição (14.1) | O módulo La do vetor, a= 
i LE l Ba ai 


EXEMPLO 1 


Esboce os vetores posição de 


a=(-3, 2, b=(0,-2%, ex, 3 


SOLUÇÃO 

A Figura 14.9 ilustra os vetores posição. Pela Definição (14.1): 
ska 2E e EI. 
Figura 149 Ibl = Ko; -2)] FEZ = 08 =2 


le = GEI AG T GF - E =1 


Sejam a = (a, &) e b=(b, by) vetores em V, e OA e 
Cía, + b, a, + b) OB seus vetores posição, conforme ilustrado na Figura 14,10. 
Se OC éo vetorposigio dec (a, +b, a, +b,), então é possível 
mostrar, por meio de coeficientes angulares, que 0,4, C e B são 
vértices de um paralelogramo, isto é, 


OX +08 - OC 


RT: E * Isto motiva a seguinte definição de adição em V,. 
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Do que precede, vê-se que-os vetores têm duas naturezas.» 


Adição de vetores (14,2) 


Múltiplo escalar de um vetor 


(ane) + (p b) = (a, tby 0, b) | i 


Note que, para somar dois vetores de V, somamos os 
componentes correspondentes. 


Pode-se também mostrar que, se € € um escalar, então o 
par ordenado definido por cOA. é (ca,, ca,), conforme ilustrado. 
na Figura 14.11, para c > 0, Isto sugere a seguinte definição de 
múltiplos escalares em Va. 

dy 


(ca, ca) 


(ap 0) 


Figura 14,11 


(14.3) 


Assim, para achar um múltiplo escalar de um vetor em Va 
multiplicamos cada componente pelo escalar, 


ÉXEMPLO 2 
Sejam a=(-1,3)0 b= (4,2): 
(a) Achen + b, -¿b e 2b + 3b. 
1 (b) Trace os vetores posição de a, b, a + b ei b. 
` SOLUÇÃO 
S (a) Aplicando as Definições (14.2) e (14.3), temos: 


Figura 14,12 


WEE EE +2) = (3, 5) 
- -$b = cita 3 = 30, 30) (6-3) 
2a 3b =2-1, 3) + 3(4,2) =(-2, 6) + (12,6) = (10, 12) 
(b) Osvetores posigiodea, b,a + be— 3 bacham-se esbogados 
na Figura 14,12, 
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Definem-se como a seguir o vetor zero Oeoncgativo-a 
de um vetor a = (ap 4). 


Definição (14.4) 


' Nopróximo teorema damos algumas propriedades impor- 
tantes da adição de vetores e da multiplicação de um vetor por 
um escalar, para vetores arbitrários a, becem V, e escalares e 
e d Não deve ser difícil memorizar estas propriedades, que se 
assemelham a leis familiares dos números reais. 


Teorema (14.8) 


DEMONSTRAÇÃO 
Sejam a = (a, a) e b = (bj, ba). Para provar G), note que 


arb=(,+0,0,+b)=(b,+0,b,+0)=b+a 
“Segue-se a prova de (v): wc EE 5 
cla+b) = ela, + bp 0, + b) 
= (ca, + cb, ca, + cb) 
= (ca, ca) + (cb, cb) 
= ca + ch 


- As demonstrações das propriedades restantes são análogas e 
ficam comio exercício. 


A operação de subtração de vetores em Vy denotada por ~, 
é definida como a seguir. 


Definição (14.6) 


Pelas definições (14.6), (14.4) e (14.2), vemos que 


a-b =a + (b) = (a, a) + Cb, -5) 
= (a, — by 0, = b) 


i 
i 
i 
1 
I 
E 
4 
H 
1 
i 
t 
H 


* 

i 

1 
i. 
b. 
i 

i 
i. 
P. 
H 

1 

| 
` 
po 
(ES 
H 
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Ay Assim, para achar a — b, basta subtrair as componentes de b das 
` componentes correspondentes de a. ` 
Qa, y +a) 

2 EXEMPLO 3 


PE» 


Sea=(5,-4eb=(3, 2 achea-be22 3b, “ 
nA, a; Vox 


SOLUÇÃO 


a-b=(5,-4)-(-3,2)=(5-(-3), P : 
2a-3b -2(5, -4) -3(-3,2) = (10,8) -(- 9,6) =(19,—14) 


ol T 
Figura 14.13 


Costuma-se também representar um vetor não zero a= (a, a.) 
de Y, por um segmento orientado PO com ponto inicial P(x, y) 
arbitrário e ponto terminal Q(x + a, y +2), conforme Figura 14,13, 


Note que tanto PQ como a têm o mesmo vetor posição 
OA e que [PO || = [fal]. Dizemos que PO corresponde a a, ou 
que a corresponde a PQ. Estritamente falando, PO representa 
a; entretanto, costumamos referir-nos a PQ como o vetor a. O 
vetor zero é representado por qualquer ponta do plano, 


Utilizamos com freqiiéncia o teorema seguinte. 


Teorema (14.7) 


DEMONSTRAÇÃO 


A Figura 14.14 ilustra o vetor P,P, eo vetor posição de 
Como ËP, corresponde a a, vemos que 
ETA E Ja th 
Resolvendo em relação a a, e a, obtemos a = VT? hoD 
y EXEMPLO 4 


Dados os pontos P(- 2, 3) e Q(4, 5), 
Bien) ` (a) esboce PQ e QP. 


Pai cas (b) ache vetores a e b em V, que correspondam a PQ e P. 


= (c) esboce os vetores posição a e b. 
O x 


Figura 14.14 
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SOLUÇÃO 
(a) A Figura 14.15 ilustra os vetores PO e OP. 
(o) Pelo Teorema (14.7), 
a=(4-(-2),3-D=(6/2) 
b2(-2-4,3-5)2 (6-2) == (6,2) 


(c) Os vetores posição OA e OH de a e b são exibidos na 
Figura 14.15. 


Q(45) 


Pepe 14.15 


[^ x 
Figura 14.16 


Definição (14.8) | D 


Seacb são vetores arbitrários, então 
b+(a-b)=a' 


isto é, a -bé o vetor que, somado a b, dá a. Representando a e 
b por vetores PQ e PR que tenham o mesmo ponto inicial, como 
na Figura 14.16, então RÔ representa a — b. 


No começo desta seção utilizamos o simbolo Leif para 
denotar ura vetor cuja direção (sentido) é a mesma de AB sc> 9 
ouacontráriaà de ÁB sec «0. A próxima definição representa 
conceito análogo para vetores em Vo. 
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Bica, ca) 


Figura 14,17 . 


Teorema (49) 


Definig&o (14.10) 


Sejam a = (ay a) e b = (b, b). Se b = ca, então b, = ca, 
eb=ca, sos vetores posição OA e OB" para a eb jazem sobre 
a mesma reta pela origem, conforme ilustrado na Figura 14.17. 
Além disso, se c > 0, então À c B estão no mesmo quadrante (ou 
sobre o mesmo eixo coordenado positivo ou negativo). Se c < 0 
e A não está sobré um eixo coordenado, então A e B estão em 
quadrantes diagonalmente opostos. - 


Admitiremos que o vetor zero O tem todas as direções. Não. 
queira o leitor pensar nesta propriedade peculiar como em algo 
que possa ser provado. É apenas uma definição de conveniência, 
gue auxiliará no enunciado de certos resultados sobre um vetor 
a, sem necessidade de acrescentar a condição a = 0. Lembremos 
que 0 é também algo especial sob outro ponto de vista: 60 único 
vetor que tem módulo zero! 


Por definição, dois vetores a e b em V, são paralelos se e 
somente se b = ca para algum escalar c. Ássim, dois vetores 


~ não-ntilos ae bsão paralelosse têm a mesma direção ou direções 


opostas. Note que o vetor zero é paralelo a todo vetor a, pois 
podemos escrever 0 = Qa, 


O próximo teorema especifica a relação entre os módulos 
deaeca ` 


Sea i um vetor ecum escalar, então at = lel llall. ` 


DEMONSTRAÇÃO 


Se a = (a, a,), então ca = (cn, ca), Utilizando a Definição 
(14.1) e propriedades dos números reais, temos 


feal = Vea Y (uy. = votar a) 
= Ye Varas = ld ll, 


O Teorema (14.9) implica que o comprimento de um 
segmento orientado que representa ca é |e] vezes o comprimento 
do segmento orientado que representa a. Isto concorda com a 
interpretação geométrica estudada no começo desta seção e 
ilustrada ña Figura 14.6. 


, Os vetores Le j definidos a seguir serão úteis no que vem 
aseguir. 


H 
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; z H 
Tanto i como j têm módulo 1, pois, pela Definição (141), i As fürmulas precedentes mostram que podemos considerar 
ERC 5 j combinações lineares de ie j como somas algébricas ordinárias. 
ät = YE Z = err: H 
n pera E i EXEMPLO 5 
$ Com auxílio de i e j podemos obter outra maneira de denotar i SE PN M. 
vetores em Vp conforme indicado no resultado a seguir. i Sea = 5i * E eb - di 7j, expresse ai 25 com: 
H E i combinação linear de ie j. ` E 
, : A forma i, j para vetores |. : SOLUÇÃO 
` 44,11 
£ f i 32 -2b = 3(5i + j) ~ Adi - 7j) 
x i e e 
; DEMONSTRACAO j = (15 + 3j) — (8i ~ 143) 
J q É 
: Utilizando as Definições (14.1) e (14.2), temos i Mio 1) 
A "(a ay =(a,0)+(0,4,)=4,(1,0) + a40, 1) s adi aj E : 
É Afórmulaa =a i+ ej parao vetora = (a, a.) admite uma 1 P CENE. é um vetor de módulo 1, Os vetores i 
PY interpretação geométrica interessante, Na Figura 14. 18(1) estão i H é 
: esbogados os vetores posição para i, j e a. Comoiej ëm ambos i NINH RR UU 
magnitude (módulo) 1, vê-se do Teorema (14.9) que 1 Teorema (14.12) «0, então pretos nitário u de mesma direção queaé 
lel = le led e fecil lool W= lao! i. | 
Logo, tal como na Figura 14.186), aji e af podem ser repre- i 2 
: sentados por vetores horizontais e verticais de módulos a, fe fa), Y 
ps i DEMONSTRAGAO 
NE i AY i 
f* 0 6. i Fazendo c = 1/[[all, então c > 0 c, pela Definição (14.8), o vetor 
Ke | u = ca tem a mesma direção que a. Além disso, pelo Teorema 
j i (14.9), à 
1 Tau 
Ss | lod = ea = et = jog lalo 
L a " SG e 
cal | EXEMPLO 6 
EI + al it | Ache o vetor unitário u de mesma direção gue 3i — 4 
Figura 14.18 | SOLUÇÃO 
d i Pela Definição (14,1), fall = dÉ + 16 = 5. Logo, pelo Teoro- 
R S S H ma (14.12), 
respectivamente, O vetor posição de a pode ser encarado como . 
asoma desses vetores. Por esta razão, a, é chamado componen- | asii) a dio ij 
de j iGi -4) = di - 5j 
te horizontal e a, componente vertical do vetor a. H 
aj + aj € uma combinação linear de ie j. Seb= (by b) i : ` 
s bi eb ec éum escalar, H Os vetores não têm poucas aplicações em física e engenha- 
Gë: : " i E tia. Concluiremos esta seção com um exemplo no campo da 
(ad aj) + dr b) = (0, € bia (a, 9 Í aerodinâmica, 
(ad ao) - (i t bj In, b (a,b) : 
elaji + aj) = (cagi + (capi É E 
Í i 
i 
1 
EM Dianan a 


O 
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N 


Figura 14.19 


EXEMPLO 7 


Na navegação aérea, as direções são dadas tomando-se as me- 
didas a partir do norte em sentido horário. Suponhamos que um. 


“ avião esteja voando.a 200 km/h na direção, 60”, e que o vento 
sopre diretamente do oeste a 400 km/ti, De acordo com a Figura. ~ 


14,19;essas velocidades podem ser representadas porvetores v 
e w. de módulos 200 e.40, respectivamente. A direção da. 
resultante y + w é a trajetória real do avião em relação 20 solo, 
e o módulo [jv + wll é a velocidade no solo do avião. Aproxime 
a velocidade no solo a menos de um quilómetro por hora e o 
verdadeiro curso do avião a menos de um grau. 


SOLUÇÃO 


De acordo com a Figura 14.20, consideremos um plano-xy cont 
o avido na origem, o eixo-y sobre a reta norte-sul e y = {Py vj. 
Como di, A) = vi] = 200, segue-se que. 


Y, = 200 cos 30° = 10043 e per 200 sen 30^ = 100 
Logo 
y=(10043, 100) e e: (49, 0) 


Figura 14.20 
A resultante é 
y +w e (0003 + 40, 100), 
ea velocidade no solo é 
Iv + wi = Y(100V3 + 40)? + (100 è = 235 km/h 
Se 0 é o ángulo entre y + we o eixo-x positivo, então 
100 25* 
m LE e 0,4690 0 = arctg (0,469) = 
9195/57497 7 
Logo, a trajetória real do avião é aproximadamente 90-25" 63". 
EXERCÍCIOS 14.1 : 
ld =(-3,4) 
Exeres. 1-6: Trace o vetor posição de a e ache [oll 8 a=(-2,-5), b=(-3,4 
1 a=(2,5) . 2 a=(4-7 DE, H b=4(-2,1) 
3 a=(-5,0) 4 az-18j 10 220,5) ba-3(-1,-4) 
5 as-4 S) .6 n22i-3j Masai 2: b=-1+5 
Exercs. 7-12: Ache a +b,a-b,29,-3h,e42-5b.  1Ma=-5+2% bzi-3j 
7 a=(2,-3) 
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Exercs, 13-18: Use componentes para expressar a 
soma ou diferenga como múltiplo escalar de um dos 
vetores a, b, e, d, e ou f da figura, 


i co Ébre, 
16 Eb 17 b+d 18 e+e 


Exercs. 19-24: Ache o vetor a de V, que corresponda 
a PO. Grate PO e o vetor posição de n: 


39 PQ,-4) GER 
EE EEN 229, 
UPA. QUA 5) 
22 PG-4,0), 2642) 
23. P(-3,- 1). 6-4) 
MP3, ... QC60 


Exeres. 25-28: Ache um vetor unitário que tenha (a) 
a mesma-direção de a e (b) à diteção oposia de a. 


25a--8i41à Maza 
2Ta=(2,-5) 28 2=(0,6) 


29 Ache um vetor de mesma direção que {~ 6, 3) e 
que tenha , 


(2) duas vezes o módulo de (— 6, 3). 

(b) metade do módulo. l 

30 Ache um vetor que tenha direção oposta à de BI Sj e 
(a) três vezes o módulo de 8i —5j. 

{b) um terço do módulo. 


31 Ache um vetor de módulo 6 que tenha a mesma 
direção que a = 4i ~ 7j. 


32 Ache um vetor de módulo 4 que tenha direção 
oposta à de a = (2, —5). 


Exercs. 33-34: Ache todos os reais c tais que (a): 


lenis 3, fien l| 3, e (c) fica [ - 0. 
33253 -dj 34 2=(25,12) 


Exercs, 35-38: Aproxime as componentes horizontal 
e vertica] do vetor indicado. ` 


35 Um jogador lança sua bola de ““rugitby” (futebol 


americano) a 25 m/seg a um ângulo de 35º com a 
horizontal, 


36 Uma criança puxa um trenó na neve exercendo 


uma força de 9 quilogramas a um ângulo de 40° 
com a horizontal, 


37 O músculo bíceps, ao suportar o antebraço c um. 
.peso seguro na mão, exerce uma força de 20 
Newtons. De acordo com a figura, o músculo faz 
um ángulo de 108º com o antebraço, 


38 Um avião a jato aproxima-se da pista de pouso a 
um ángulo 28" vam a: horizontal e com uma 
velotidade de 250 km/h. 


39 Um aviño voa na direção 150" com uma velocida- 
de no ar de 300 kni/h, e o vento sopra a 30 km/h 
na direção 60º, Aproxime o trajeto real e a velo- 
cidade no solo do avião, ` . ' 


40 Um piloto de avião deseja manter sua rota na 
direção de 240" com velocidade no solo de 400 
km/h quando o vento éstá soprando em direção 
norte a 50 km/h, Determine a velocidade no area 
leitura da bússola. 
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41 Dois rebacadores estão rebocando um grande na- 
vio para a porto, conforme figura. O rebocador 
maior exerce uma força de 1,800 Newtons sobre 
o cabo, e q rebocador menor exerce uma força de 
1.440 sobre seu cabo, Se o navio deve percorrer 
uma reta de A a B, determine o ângulo Ú que o 
rebocador maior deve fazer com A. 


4t 


42 Sets (ay a) e b = (b, b.) são vetores não-nulos 
enño-patulelose c é um vetor arbitrário, prove que 
existem escalares p e q tais que c = pa + qb. 
Interprete este fato geometricamente. 


43 Determine escalares p e q tais que 
Ge pO, i) 3) (6,10) 


44 A figura exibe um aparelho usado para simular 
condições de gravidade em outros planetas. Amar- 
ra-se uma corda a um astronauta que manobra em 
um plano inclinado fazendo um ángulo de 6 graus 
com a horizontal. 


(2) Se o astronauta pesa 90 quilos, ache as cone 
ponentes x e y desta força para baixo (ver 
figura para os eixos). 


(b) A componente y na parte (a) é o peso do 
astronauta em retação ao plano inclinado. O 
astronauta pesaría 12 quilos na Lua e 27 quilos 
em Marte, Aproxime (a menos de 0,01%) cada 
ângulo 0 de modo que o aparato do plano 
inclinado permita simular o indivíduo andando 
nessas suporfícies. ^ 


P 


45 Sob que condições [ja + H = [lal] + libi? 


46 (a) Schema Je a} um vetor náo-uulo arbittá- 
tioc OA o vetor posição de a. Se éo menor 
ângulo não-negativo a partir do eixo-x post 
tivo em direção a OX, mostre que 


(b) Mostre que todo vetor unitário em V, pode 
expressar-se na forma cos Oi + sen Qj para 
algum 0. 


47 Sejam vg = (rg Yah Y = (1,9) ec > 0, Descreva o 
conjunto dos pontos PCr, y) tais que fe = rl = c. 


48 Sejam rg = Ion Yoh Y = (5 y) e a = (apa) e 0. 
Descreva o conjunto dos pontos P(x, y) tais que 
y ty é um múltiplo escalar de a. 


Exeres, 49-56: Prove a propriedade indicada, se 
a= (a, a), ho, 6), € = (ey, cj, ep e q sio núme- 
ros reais. 


49 a+(M+c)=(a+b)+re 
50 a+0=a 

52 la=a 

54 p(a - b) s pa-- pb 

58 Sepa =0 ep» 0, entáo a 0. 


Si 00 =0 =p0 
53 (p+q)ja=pa+ga 


56 Sepa= 0ean 0, entáo p =0, 
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14.2 VETORES EM TRÉS DIMENSÓES 


Figura 14.21 


, ternos ordenados são iguais — o que se indica:por (a,; a: 


Pasa estudar vetores no espaço, usamos ternos ordenados e um 
sistema de coordenadas tridimensionais, Uni: terno didenádo 
(a, b, c) é um conjunto (a, b, c} de três námeros ent : 
considerado o primeito número, bo segundo eco terceir 


Ob b,)-se esomente sea, = b ab ea 
dos ternos ordenados se denota por IR^. ý 


. Paraobterumsistemadecoordenadas retangulares em três 
dimensões, escolhemos um ponto fixe O (a origem) e três setas 
coordenadas mutuamente perpendiculares (os cixosx, y e z) com. 
origem comum O (ver Figura 14.21). Podemos considerar os 
eixos y ez no plano do papel c o eixo-x projetando-se para fora 
do papel. As ttês retas coordenadas determinam três planos 
coordenados: o plano-xy, o planaz e o plano-xz da Figura 
1432. ` 


| Os três eixos formam um sistema coordenado direto, - 
(Permutando-se os eixos x e y, temos Wm sistema chordeitado 
inverso.) 


Figura 14.22 Planos coordenados. 


Figura 14.23 Sistema direto. 


A expressão direta gode ser justificada como a seguir. Se, 


. conforme Figura 14,23, dobramos os dedos da máo direita no 
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Figura 14.24 


Figura 14.25 


(-2,3,0) 


sentido de uma rotação de eixos de 90º no plano ay (de modo 
que o eixo-x positivo venha a coincidir com o eixo-y positivo), 
então o polegar distendido apontará na direção do cixo-z posi- 
tivo. Neste texto emprega-se quase sempre o sistema direto de 
coordenadas: `- 


- Se P é um ponto, então a projeção (perpendicular) de P 


y sobre o eixo-x tem coordenada a, que é a coordenada-x de P. 


Da mesma forma, as coordenadas b e c das projeções de P sobre, 
os eixos y e z, respectivamente, sáo as coordenadas y e z de P. 
Escrevemos P(a, b, c) ou (a, b, c) para denotar o ponto P com 
coordenadas a, b, c. Se P não está situado em um plano coorde- 
nado, então os três planos por P paralelos aos planos coordena- ` 
dos, juntamente com estes, determinara um paralelepípedo do 
tipo ilustrado na Figura 14.24. 


O conceito de marcação de pontós em três dimensões é 
análogo ao do caso de duas dimensões. Na Figura 14.25 estão 


(-2,3,4) — grafados vários pontos. Para marcar (3, 4, ~ 2) localizamos .. 


primeiro (3, 4, 0) no plano-xy e então caminhamos 2 unidades . 


3, 0) no plano-xy e caminhamos 4 unidades para cima. 


y A correspondência biunivoca entre pontos do espaço € 
temos ordenados de reais definem um sistema de coordenadas 
retangulares em três dimensões, ou um sistema-xyz de coor- 
denadas, Os três planos coordenados dividem o espaço em oito 
partes, chamados octantes, A parte que consiste em todos os 
pontos Pie, b, c) com a, b, € positivos é o primeiro octante. 
Não se costuma numerar os demais octántes. 


Estabeleçamos uma fórmula para a distância d, P) 
entre os pontos Pp Py Se P, e P, estão sobre uma reta paralela 
ao eixo-z, conforme Figura 14.26 da página seguinte, e se suas 
projeções sobre o eixo-z são AO, 0, 2,) e A (0, 0, 2), respecti- 


vamente, então d(P P)= dA p43) = kam zl Valem fórmulas ` 


análogas se a reta por P, e P, é paralela ao eixo-x ou ao eixo-y. 


Para achar a distância entre dois pontos P, e P, que não 
estão sobre uma reta paralela a um eixo, consideremos uma 
situação como a ilustrada na Figura 14.27. O triángulo PAP, € 
retângulo e, assim, pelo teorema de Pitágoras, 


ap, P) = VEL AY TRA, PNF 


Como P, e À estão sobre um plano paralelo ao plano-xy, a 
fórmula (1.4) da distância dá (MP, A)} = (oa + y 
Pelas observações precedentes, [d(A, PAP (z, — 2)”. Substi- 
tuindo na fórmula precedente de d, P,), obtemos: 
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para baixo: Para marcar (- 2, 3, 4) localizamos primeiro (- 2, . 


- 
> 


9px 


^ 


Figura 14.27 


Se P, e P, estão no plano-xy, de modo que z, = z, = 0, então 
(14.13) se reduz à fórmula (1.4) da distáncia bidimensional. 


EXEMPLO 1 
Ache a distáncia entre AQ 1, -3, 1) e B(3, 4, —2). 
SOLUÇÃO 
Aplicando a fórmula (14.13) da distância, tenas 
dl, B) = YG FIFI 3/3 CITI 
2 VIS + A9 EU «v 


terceiro componente e utilizamos símbolos da forma 
2 = (y ap a), b = (by b, b). 


Denota-se por V, o conjunto de todos esses vetores. Esten- 
dem-se facilmente a V, os conceitos estudados na seção prece- 
dente para V., Por exemplo, seA é o ponto (a, €, 4), temos o 
vetor posição OA para a, ilustrado na Figura 1428, que exibe 
também outro vetor PO que corresponde a a. Tal como na Seção 
14.1, raramente fazemos distinção entre a natureza geométrica 
ea hatureza algébrica de um vetor, Definem-se módulo de um 


Para estudar vetores em três dimensões, incluímos um . 


PN 


au 


was 


y um 
HE: 
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vetor, adição de vetores e múltiplos escalares de vetores simples- 
mente acrescentando um componente, como mostrado a seguir: 


lal = Va rara 
atb = (a + bp a + by a + b) 
ca = (ca, ca, ca) 


O vetor zero em V, 60 =(0, 0, 0), e o negativo de aé —a = 
{~ ay — ën — a). Estenden:-se à V, os teoremas e definições 
enunciados em (14.5)-(14.9); a única modificação é a inclusão 
de um terceiro componente para cada vetor. Os exemplos se- 
guintes constituem ilustrações específicas. 

EXEMPLO 2 : 

Sea (2,5,-3)&b = (4, 1, 7), ache a +b, 22-3b e fall, 
SOLUÇÃO 


atbs,5,—3) C4 1,7) 
2a -3b 220,5, -3) -34 1, 7, 


2,6,4) 

4, 10,—6) (12,3, 21) 
=(16,7, -27) 

ll = YET GI CS = V38 


EXEMPLO 3 


Sea = (15, -6, 24) b «(5 -2, Jec = E, 3, -12), 


mostre que a e b têm a mesma direção e que a e e têm direções 
opostas. 


SOLUÇÃO 
Vê-se, por simples inspecção, que 
a=3b, ou baja 
Como escalar 3 (ou 3) é positivo, a e b têm a mesma direção. 
Novamente, por inspecção, 
a=-2 Qu es-—ja 


Comooescalar—2 (ou — $ ¿negativo ae ctém. diteções opostas. 


EXEMPLO 4 


Dados os pontos PO, 6, —2) e P.£-3, 8, 7), ache o vetor a em 
V, que corresponda a P,P,. 


D ae ATAN PATI 


i 
H 
{ 
t 
i 
1 
; 
1 
i 
d 


Cap. 4 Vetores e superfícies 229 


Figura 1429 


Figura 14.30 


SOLUÇÃO 
Peto análogo do Teorêma (14.7), para V, 


asCá-$8267«2-C829) T 


Un vetorade V,é um vetorunitário se [a] 1. Os và 
unitários especiais r E 


i=(1,0,0),]=(0,1,0), k =(0, 0, 1) 


são importantes porque qualquer vetor a = (d, d, ay) pode 
expressar-se como combinação linear de 3, j e k. Especificamente, 
a = (ap 0, 0)=0 + aj ak 

A Figura 14.29 exibe os vetores posicáo dei, jek, A Figura 
14.30 ilustra como o vetor posição de a = (2,, ay a;) pode scr 
encarado como a soma de três vetores correspondentes a a 1, a.i 
e ask. Em geral, convém considerar V, como um subconjunto 
de V, identificando a vetor (a,, a,) com o vetor (a, a, 0). Assim, 
os vetores unitários i = (1, 0) ej =(0, 1) são essencialmente os 
mesmos que Es (1, 0, 0) e j = (0, 1,0)" 
EXEMPLO 5 


Expresse a = (3, — 4, 2) em termos de i, j e k c ache o vetor 
unitário u que tenha a mesma direção que a. 


SOLUÇÃO 


Podemos escrever 


a2(3,-4,2) «31 4j 4 2k. 


O módulo de a € 
llall = (FCI Y Z = vo 
Como no Teorema (14.12), um vetor unitário tt con a mesma 


direção de a é 


cao (3441 > HA 
m" e 4j +2k) Sy vit yt 


Concluiremos esta seção utilizando vetores para estabele- 


cer várias fórmulas úteis. A primeira pode enunciar-se como 3 
seguir. 
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Fórmula do ponto médio | O ponto médio do segmento de Pe Yp 21) à Ps Yo 25) 
(19.14) : d . 
XX, Y tj 5 DEAE 
DEMONSTRAGÁO. 
As Seja P(x, y, 2) o ponto médio do segmento PP, (ver Figura 


14.31). O fato de P estar a meio caminho entre P, e P, pode 
p Pl Yo 2) Expressar-se em forma vetorial como 


BP =187, 


ou — (voxQyYezoz)miGa tp Po EA 


52 


Pi, Yo 2) 


Tgualando componéntes, temos. 


XX zio TY =) SS EIN 


Resolvendo estas três equações em relação a x, y, z obtemos as 
coordenadas do ponto médio de P: 


Figura 14.31 R 
xeiG ex) zs bs zÄ? 2) 
EXEMPLO 6 
Ache o ponto médio do segmento definido por (2, — 3, 6) e 
(3,4,-2). É 
SOLUÇÃO 
Os pontos estão: marcados na Figura 14.25. Pelo Teorema. 
= (14,14) o ponto médio é 
2+3 -3+4 6* C2) [51 
ESA E 2 22” 


O gráfico de uma equação em trés variáveisa, y ezéo 
D. P( 9,2) conjunto de todos os pontos P (a, b, c) em um sistema coorde- 


equação, isto é, obtém-se uma igualdade quando se substituem 

xyezporabec respectivamente, O gráfico de uma tal 

equação é uma superfície. Podemos deduzir facilmente a equa- 

ção de uma esfera de raio r e centro em Pis, Yo Z9). De acordo 

com a Figura 14.32, um ponto P(x, y, Z) pertence à esfera se e 
Y somente se EP] = r. Afirmação equivalente é 

x SA: 


Figura 14,32 


E E ER -r 
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nado retangular tal que o terno ordenado (a, b, c) é solução da * 


Elevando ambos os membros ao quadrado obtemos o seguinte 
teorema, 


Teorema (14.15) | A equação da esfera de raio re centro Poly Yo Za) D | 
1 


PA 


Desenvolvendo os quadrados em (14.15) e simplificando, 
podemos escrever a equação de uma esfera na forma 


Xy tz +artbytez+d=0 


onde a, b, c e d são números reais, Reciprocamente, partindo de 
uma equação desta forma, e se o gráfico existe, entáo, comple- 
tando quadrados, chegamos a uma equação da forma (14.15); o 
gráfico é, pois, uma esfera ou um ponto. 


EXEMPLO 7 


Discuta o gráfico da equação 


ty tz Grt By + dz 
SOLUGÁO 
» Completemos os quadrados como segue: 


(2-6) + (y? + 8y) + G^ e 42) -4 
(2-6 9) + (^ By +16) +(7+47+4)>-4+9+1644 
(c—-3Y «(y e 4 + (z +27 25 


Comparando a última equação com (14.15), vemos que o gráfico 
é uma esfera de raio 5.e centro (3,— 4, 2)... - : 


EXERCÍCIOS 14.2 


Exeves, 1-6: Marque A e B e ache (a) d(A, B), (b) o 
ponto médio de AB e (c) o vetor de V, que correspon- 
daaÁB À 


AQ - 5), 


H 


2 
3 
à 
5 
6 


A-T, 
A(-4,0, 1D), 


Aga, 7 


A(1,0,0), . 
A(0,0,0), 


Exercs, 7-12: Ache (09) 2 b, a-b, (c) 5a — 4b, 
leet a 


E i 7 asCAL61, 7 b=(3,-3,-1) 
34-23» 8 a2(52,-3) be(-4,0,1) 
LE 9 acSi-4ji2k © bsi+2j-5k. 
Wäsch 10 a=2i-jrak, b=i-k 
50.0, Hasitj be-jek 
50,12 12 222i, b=3k 
B(-8,-1,4) 
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Exeres, 13-14: Esboce os vetores posição de a, b, 22, 
—3b,2+b,289-b. 


13 a=(2,3,4), b=(1,-2,2) 


14 a 1+2j43k, Ak 


Exeres, 15-16: Ache o vetor unitário que tem mesma 
diregáo que a. 


15 a=2(-2,5,-1) 16 a=3i-7] + 2k 


Exercs. 17-18: Ache o vetor que tem (a) a mesma 
direção de a e duas vezes o módulo de a, (b) direção 
oposta à de a e um tergo do módulo de a, e (c) mesma 
direção de a e nódulo 2. 


17 a =14i-15) + 6k 18 a=(-6,-3,6) 


Exercs, 19-22: Ache a equação da esfera de centro C 


c raio r. 

19 C, -,2y r=3 
20 C(4, - 5, t); r=5 
21 C(-5,0, 1 rai 
22 C(0, -3, -6); TT 


Exercs, 23-24: Ache a equação da esfera de centro C 
c tangente (a) ao plano-ty, (b) ao plano-xz e (c) ao 
píauo-yz. 

23 C(-2,4,-6) 24 C(3,-1,2) 


Exercs, 25-26: Ache a equação da esfera cujo diâme- 
tro tem extremidades A e B. 


25 A(1,4,-2), B(-7,1,2) 
26 A(4, 3,4), B(,3,- 10) 


27 Achea equação da esfera de saio 1, centro no primei- 
1o octante o tangente a cada plano coordenado. 


28 Ache a equação da esfera de centro (2, 3, — 1) e 
que contém o ponto (1, 7, —9). 


Exeres. 29-34: Ache o centro e o raio da esfera. 
29 gay ez $ Ax -2y 224250 

30 à «y e ZI 6c EEN 

3133 .y e fen 1650 


32 4x! 4 Ay! t del d+ 8y-3=0 
ET 
EE 


Execcs. 35-42: Descreva a região R em um sistema 
coordenado tridimensional. 


38 Rz (y zx ey az osi] 
'36 Rs (iy mont yz» 1) 

37 R= (ca is bbs 2 H3) 

38 R^ (nj dk SESAN EENE EE) 

39 R= (Gy, zo a y! s25, q < 3) 


-- 40 R= (n y, 2): Q7) + 93/9) 1). 


4L Rs (y z) ayze} 
Rayito 


43 Mostre que os segmentos PV, PP e PPS 
(ver figura) que unem os pontos médios das ares- 
tas opostas de um tetraedro se interceptam em um 
ponto P, que é o ponta médio de cada segmento. 
(Sugestão: Coloque o vértice D no cixo-z e o 

“triñagulo ABC no plano-xy.) 


44 Um cubo tem atesta de comprimento k. Os centros 
das seis faces do cubo sáo os vértices de um 
octaedro, conforme figura, 


(a) Ache as coordenadas de cada vértice da octaedro. 


(b) Ache o comprimento de cada aresta do octae- 
dro em termos de k. 


A, 


x 


45 A fei de Coulomb afirma que o módulo da força - 


de atração entre duas partículas carregadas opos- 
tamente é diretamente proporcional ao produto 
dos módulos q, e q, das cargas c inversamente 
propurcional ao quadrado da distância d entre clas, 
Mostre quess uma partícula com carga 46 fixada 
em um ponto A e uma partícula com carga ~ 16 
colocada em B (ver figura), então a força de atra- 
ção Fem A é dada por 


Fu vie para uma constante positiva k 


14.3 O PRODUTO ESCALAR 


Dois conceitos de grande utilidade envolvendo vetores it 
oproduto escalar, que é um escalar, e o produto vetorial, 
um vetor. Nesta seção definiremos o produto escalar. Oprodi T 
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46 Ref. Exercício 45, Partículas de carga +q são 
colocadas e mantidas fixas nos pontos (1, O, 0), 
(0, 1, 0) e (0, 0, 1). Coloca-se então uma carga de 
—1emP(, y, 2). 


(2) So v = OP, mostre que a força líquida F na 
partícula carregada negativamente é dada por 


vol ysi vk 
F = E + mmi 
dt: IMESUE al 
(6) A partícula carregada negativamente deve ser 
* colocada em um ponto P(x, y, z) equidistante 
das três cargas positivas, de modo que a força 


líquida que atun sobre a partícula seja 0. Ache 
as coordenadas de P. 


vetorial será abordado na próxima seção. 


O produto escalar a b de dois vetores pode ser definido 
geometricamente ot algebricamente, Usaremos o método algé- 
brico por duas razóes: 


1. Pode ser facilmente generalizado para uso em cursos de 
matemática avançada, como álgebra linear, onde se estudam 
vetores em quatro ou mais dimensões. 


. 4. Permite demonstrações mais fáceis das propriedades do 
produto escalar. 


Mais adiante consideraremos interpretações geométricas e físi- 


«cas de a b. 


A a a 
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Definição (14.16) | O produto escalar a - b dea =(4, 47 4) € b= (b, b, by) 


é at b= ab, tab + ab, 


Lê-se o símbolo a - b como a ponto b (ou a escalar. b): O. — 


produto escalar é chamado também produto interno. É im 
portante notar que a * b é um escalar, e não um vetor, Sea = (a, 
aj) e b= (b, b,) são vetores de V, então seu produto escalar se 
define como a+ b= a,b, + aby 


EXEMPLO 1 
Achea- bse 
I (a) a=(2,4,-3,b=(-1,3,2) 
(b) a=3i-2 +k, bs 4i+5]-2k 
SOLUÇÃO 
(2) 6,4-3-Ct52-20CD* 6X9 *C 30- 2 
' (6) Qi -2j +k) (4€ 5j -28) : XA) *C216) (1-2 50 


Damos a seguir algumas propriedades do produto escalar 
para vetores arbitrários a, b, c e um escalar c. 


Propriedades do produto 
escalar (14.17) 


DEMONSTRAÇÃO. 


Demonstraremos qu) e deixaremos como exercício a demons- 


tração das outras propriedades. Se a = (a,, €y a), b = (b by . 


i by), 0 = (e, c, c), então 
a (b + c) = (ay ap e): (b, + Cp b, + c b +05) 
= afb, +c) + afb, + e) + afb, + c) 
7d b, e, + ab, + tue, + a,b, +05, 
= {ab + mb, + aba) + (Mc, +00, ue.) 
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Ângulo entrea e b (14,18) Sejam a e b vetores não-nulos. 


At Go 29 


Yigura 14.33 


Teorema (14.19) | Se 0 6ó'shgulo entrec 


“> Bb, byb) 


Mostraremos a seguir que existe uma estreita relação entre 
o produto escalar e o ángulo entre dois vetores. 


o So bi não É múltiplo escalar de a e se OA: e OB são os . 

vetores] s posição de a é b, respectivamente, então o ângulo 0 
3 entre: aeb (ouentreOA cOB)E oángulo AOB do triangulo 
nado pelos pontos, Oe B (vez Figura 14:33). 


a para algum escalar € (isto é, se a e b são 
P=0sec>000= =xsec<0. 


“Os vetores a e b são ortogonais, ou perpendiculares, se 
0 =11/2. Admitiremos que o vetor O é paralelo e perpendicular 
a todo vetor a. (Recordemos que O tem todas as direções). - 


és háo-nulos a e b, então: 


DEMONSTRAÇÃO 


Seb «ca, temos a situação ilustrada na Figura 14.33. Aplicando 
a lei dos cossenos ao triángulo AOB, vem 


BABI = fall + HE — Half cos 9 


`" Conseqüientemente. 


(b, - e (5, - a (ba? 
Std) + QI DE 02) - 2al] [ibi] cos 8. 


` que se simplifica como 


—2ajb, -2a,b, - 2a,b, = — fal [bl] cos 8 


“Dividindo ambos os membros da última equação por — 2, 
chegamos à conclusão desejada. 


-. Seb=ca, então, pelas propriedades (iv) € (i) do Teorema 
(1417), 


a: b=a- (ca) = e(a - a) = dla] 
Outrossim, [Jal] libi] cos 8 = fall kal cos 6 = [el [al]? cos 8. 
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Corolárto (14.20) Se 


Teorema (14.21) | Dois vetores a e b são ortogonais se e somente sea bat, 


Se c > 0, então le] = e, 8 = O e Je [al cos 6 se reduz a c [Jal 
Assim, a - b = [afl lib cos 8. Se c < 0, emol == c, 0 = m, e, 
novamente, MIN cos 8 se reduz a clfaff. Está, assim, completa 
a demonstração do teorema. 


O Teorema (14.19) pode ser enunciado como segue: O 
produto escalar de dais vetores é igual ao produto de seus 
módulos e do cosseno do ângulo entre os vetores. Bm alguns 
tivrosesta afirmação é usada como definição do produto escalar, 
porque admite uma interpretação geométrica interessante, útil 
nasaplicações. Há, entretanto, duas desvantagens em adotaresta 
definição: é difícil visualizar vetores em quatro ou mais dimen- 
sões, e é trabalhoso utilizá-la para demonstrar algumas proprie- 
dades do produto escalar. 


Dividindo por fal [bi] ambos os membros da fórmuta do 
Teorema (14.19), obtemos o seguinte: 


éo ângulo entre dois vetores ná «nulos a € b, então 


a ECH 
sos 9 = Tnb 


EXEMPLO 2 

Ache o ângulo entre os vetores a = (4, 3, 1) e b = (21,2, 2). 
saLução | 

Aplicando o Cotolário (14.20), temos 


prm b GOU zs CID + (02 
iib] vi6+9+1VI+4+4 


4 4/5 | 226 
73426 ^ 78 39 
Logo, 8 = arccos (2426/39) = arcos (0,2615). 


Utilizando uma calculadora ou uma tábua, obtemos 


Ð =74,84* 1,31 radianos 


O próximo teorema decorre do Teorema (14.19). 
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Desigualdade de 
Cauchy-Schwarz (14.22) 


Figara 14.34 


Desigualdade do triángulo 
(14.23) 


EXEMPLO 3 


Prove que os vetores (a) i, j (b) 3i - 7j + 2k, 101 4j — k são 
ortogonais. che i 


SOLUÇÃO 

A prova decorre do Teorema (14.21). ` 
(a) ¡-3=(1,0,0)-(0,1,0)= 00 + OX 4 x0 «0 
(b) Gi 2j + 21) - (1014 4-1) =30-28--2=0 


Ambos os resultados a seguir são válidos para todos os 
vetores a e b. 


DEMONSTRAÇÃO 


O resultado é trivial sé a ou bé 0. Se a c b são vetores n&o-nulus, 
então, pelo Teorema (14.19), fa - H = fall Dh [cos 8), ande 8 é o 
ángulo entre a e b. Como [cos 0] < 1, bh: bi s fal fbl: 


Representando a, b e a + b geometricamente, como na 
Figura 14,34, e utilizando o fato de que a comprimento [ja + bi] 
de um lado do triángulo año pode exceder a soma dos compri- 
mentos dos outros dois lados, obtemos o resultado seguinte. 


Vamos dar uma demonstração algébrica da desigualdade 
do triângulo, utilizando o produto escalar, 


DEMONSTRAÇÃO ALGÉBRICA DE (1 423) 
Aplicando propriedades do produto escalar, obtemos 
la+b]P=(2+b)-(1+b)=a:2+2(a:b)+Db-b 
7 [alf +2 + b) + ap 
Como a > b sfa bf s fal [b] (ver (14,22), 
Ja + bs EE dii «Ii 


238 Cálculo cam Geometria Analítica Cap. 14 


AT 


E 
xa 
AU 
T D 
: 9 
P N 
Ke 


Figura 14.35 


TS vetores posição de a e b, respectivamente, Se 8 = x/2, então, 
> 


PS R 
DpOl cos 9 > 9 


Figura 14.36 


"Tomando raízes quadradas, temos 


fa + bl s llall + ibit 
Em (14.18) definimos o ángulo entre vetores em V, Define-se 
o ângulo entre dois vetores (segmentos orientados) PO e TR 
como o. ángulo 6 entre seus vetores correspondentes a chen 
Vy A Figura 14.35 ilustra um ángulo típico; ali OA. e OB são 
DI e TR são ortogonais. 


O produto escalar de PO e TR na Figura 14.35 se define 
como 


PO - TR = 2> b= ljal fbll cos 8 
Como [PO] = ilal e ERI] = Hol 
Bg -TR = PONTREN cos 6 


Se DÉI e BR têm o mesmo ponto inicial ese S éa projeção 
de Q sobre a reta por P e R (ver Figura 14.36), então o escalar 
IECH cos O é cltamado componente de PQ segundo PR, oque 
se abrevia como compra PQ . 


compa PO 


Note que o escalar HO cos O é positivo se 0 s 8 < »/2 
ou negativo se 1/2 < D s s. Se 6 = 1/2, o componente éD. 
Segue-se que 


- comp, PO = Il cos 9 


PO PR 
-pai 


"e i es 
"DU ear" 


. A afirmação seguinte facilita a rememoração deste Fato. 
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Teorema (14.24) 


Detinigáo (14.25). | Se 


suponhamos que um vetor PO represente uma força, e que seu 


` Ocomponeiite de PO segundo PR é igual ao produto escalar 
de PO pelo vetor unitário de mesma direção que PR. 


Com auxilio do Teorema (14.24), podemos definir a com» * d 
ponente de um vetor a segundo um vetor b em V; como segue:.- ` 


aeb vetores em Vy com b =” 0, A componente dea 
do b, denotada por comp, à, é : 


‘Sea = ait aj +t ak, então, pela Definição (14.25), 
comp a= a- i= a, comp a =a -j = 0,8 compa =a: kan, 


Assim, as componentes de a segundo Li e ksão as mesmas que 
as componentes a; a, € ayde a. - ES 


EXEMPLO 4. | 


Sen 4i -j t 5ke b= 61 + 3j - 2k, ache (a) comp,a c (b) comp, 
b 


SOLUÇÃO 
(a) Aplicando a Definição (14.25), temos 


comp, a = a pp >= E 5) 7 (6i+ 3) - 289) 


24-23-10 1. 
7 7 


(b) Permutando os papéis de a e b em (14.25), obtemos 


16 


1 r E SSC 
comp, beb - H a = (61 43j - 2k) A {4i -j + 5k) 


24-3-10 11 


Uv "wë 


Concluiremos esta seção com uma importante interpreta- 
ção física do produto escalar. Recordemos, da Definição (6.20), . 
que o trabalho realizado se uma força constante F é exercida 
através de uma distância d, é dado por W = Fd. Esta fórmula é 
bastante restritiva, porque só pode ser empregada se a força é 
aplicada ao longo da reta de movimento. De modo mais geral, 
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ponto de aplicação se mova ao longo de um vetor BR, conforme 
ilustrado na Figura 14.37, onde se aplica uma forca PR para 
mover um objeto ao longo de uma trajetória plana de Pal 
Como 


PO = PS + 50 


Figura 14.37 


Definigáo (14.26) 


SQ não contribui para o movimento horizontal tal e, assim, o 
movimento de P a R é causado tão-somente por FS”. Aplicando 


(6.20) com F = Dëll ed = [PRI], vemos que o trabalho reati- 
zado é ` ` 


w = PSDR] 
(El cos OPRI = PO - PE 


Isto motiva a definição seguinte. 


e força constante PO, 
e move-ao longo do vetor 


O trabalho tentizado:p 
quando seu pontó den 
PR, EPO. PR, 


EXEMPLO 5 


O módulo e a direção de uma força constante são dados por a = 
Si +24 + 6k. Ache o trabalho realizado, se o ponto de aplicação 
da força se desloca de P(1 ~ 1, 2) a R(4, 3, - 1). 


SOLUÇÃO 
O vetor de V, que corresponde a PR é 
b=(4-1,3 -(-1), -1-2) = (3,4—3) 
Se PQ correspondea a, então, pela Definição (14. 269 trabalho 
realizado é 
FO PR =ab=(5,2,6)(3,4,-3)=15+8-18=5 


Se, por exemplo, a distância é em pés e o módulo da força é em 
libras, então o trabalho é 5 pés-lb. Se a distância é em metros e 
a força é em Newtons, o trabalho realizado é 5 joules. 


EXEMPLO 6 


Uma carreta pesando 100 quilos é empurrada ladeira acima a 
um ângulo de 30º com a horizontal, conforme Figura 14.38(1). 


Determine o trabalho realizado contra a gravidade ao empurrar” 


a carreta por uma distância de 80 m. 
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SOLUÇÃO 


Trataremos o problema como bidimensional e introduziremos 
um sistema de coordenadas xy conforme Figura 14. asci 
vetor PO representa a forçada gravidade que alía vertical 
para baixo com módulo de 100 quitos. O vetor É correspo! 
em V, é 01- 100j. O ponto de aplicação ão destaforga se. 
longo do vetor PR de módulo 80, Se PR cor Spon 
+ aj, então, pelo triângulo PTR , vemos que * 


a) 


| 


ki 
ze 


Figura 1438 
a, = 80 cos 30º = 40V3, a, 80 sen 30º = 40 
edaí | 
a = 40431 + 40] 
O trabalho realizado pela gravidade é PQ'- PR, ou T D 
Aplicando a definição de produto escalar, venr - 
E- a= (0i ~ 1005) - (40 V3i + 403) = 0 -- 4000 = 4000 Joules 
Assim, o trabalho realizado contra a gravidade é 
l —T + a = 4000 joules 
EXERCÍCIOS 14.3 
ut 52, Duis in E 3,D)b=(7,4,5),0 4 Oa- b (b)a:b-e-b 
Lc x 5 (atb):3c 6 (a=b) (b+c) 
3 (ga-(bec) abrace o Ee 
| 9 comp, (a ec) 10 comp, e 


242 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 14 


ERA Rs. 


Exercs. 11-14: Ache o ángulo den e b. ` 
lla=-4+8]-3k, b=2i+jtk 

I2 asi-7)+4k b=5-k 

13 a=(-2,-3,0), b=(-6,0,4) 

14 a=(3,-5,-1), b=(2, 1,3) 
Exeres. 15-16: Mostre que a e b são ortogonais.. 
Ia ab b=4+5]-2k 
16 n=(4,-1,-2), b=(2,-2,5) 


Exeres. 17-18: Ache todos os valores de c tais que a 
e b sejam ortogonais. 


17 a=(c,-2,3), 
Ifas di tZjt ck, 


b= (0 6-5) 
b=1+22-3ek 
Exercs, 19-24: Dados os pontos PG, -2,- 1, OH 
5, 4), R(2, D, - 6) c S(- 4, 1, 5), ache a quantidade 
indicada. 

19 PQ - RS 

21 O ángulo de PO eR3. 


22 O Angulo de QS e RP. 


20 0$ - RP 


23 O componente de FS segundo DR. 
24 O componente de (JR segundo ES. 


Exeres, 25-26: Se o vetor a representa uma força 
constante, ache o trabalho realizado quando seu ponto 
de aplicação percorre o segmento de P a Q. 


25 a=-1+5)-3k;P(4,0,-7,2(2,4,0) 
26 a=(8, 0-4) PC- 1,2, 5), QU4, 1,0) 


27 Uma forga constante de módulo 4 Newtons tem a 
mesma direção que o vetor a =i +j +k. Sea 
distância é medida em metros, ache o trabalho 
realizado quando o ponto de aplicação se move ao 
longo do eixo-y de (0, 2, 0) a (0, — 1, 0). 


28 Uma força constante de módulo 5 Newtons tem a 
mesma direção do eixo-z positivo, Se a distância 
€ medida em metros, ache o trabalho reatizado 
quando e ponto de aplicação percorre o segmento 
da origeim ao ponto P(1, 2,3). 


29 Uma pessoa puxa um carrinho em terreno plano 
exercendo uma força de 20 Newtons sobre um 


puxador que forma um ángulo de 30º com a hori- 


zontal (ver figura). Ache o trabalho realizado ao 
puxar o carrinho por uma distância de 100 metros. 


30 Ref. Exercicio 29. Ache o trabalho realizado se o 
cartinho é puxado com a mesma força, por uma 
distância de 100 metros ladeira acima a um ángulo 
de.30º com a horizontal (ver figura). 


31 Se AB é um diámetro de uma esfera de centro O e 
raio r, e P é um terceiro ponto na esfera, mostre, 
por meio de vetores, que APB € um triângulo 
retângulo. (Sugestão: Paga vy = » OA, wa OB, 
e expresse PA c PB em termos de v, € vz) 


32 Os parámetros diretores de um vetor n&o-nulo 
a = (n 4, dl se definem como os ângulos «, B. 
e y entre os vetores Li e k, respectivamente, e o 
vetor a. Os cossenos diretores de a são cos q, cos 
B e cos y. Prove: 


) Aa zu D 
(oes cn gp "fN T aj 
(B) co a & cos? B. sos puis É 

33 Ref. Exercício 35, 


(a) Ache os cossenos diretores de a = {2,1,5} 


(b) Ache os, parâmetros diretores e os cossenos 
diretores dei ii ek 


(c) Ache dois vetores unitários que verifiquem 
¿Cos « = cos B = cos v. 
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34 Dada uma seqüéncia A-B-C-D de quatro átomos 
vinculados, o ângulo do plano formado porA, B e 
C com o plano formado por B, C e D é chamado 
ângulo de torção 8 da ligação, ou vínculo, Com 
este ángulo de torção explica-se a estabilidade das 


estruturas moleculares. Colocando-se o segmento - 


BC ao longo do eixo-z (ver figura), como se pode 


EE ve lores artes 


BA e CD? 


35 Umacaixa retangular tem comprimento a; largura. 

- be altura c (ver figura), Se P é o centro da caixa, 

utilize vetores para achar uma expréssio para O 
ângulo APB em termos de a, be c. 


iz” 


36 Ref. Exercício 32, Na esfalerita mineral, cada 
átomo de zinco é rodeado por quatro átomos de 
enxofre, que formam um tetraedro com o átomo 


de zinco no centro (ver figura), O ángulo de liga- 

ção B 6 o ângulo formado pela combinação S-Zn- 

S. Por meio de vetores, mostre que o ángulo 
, tetraedra 8 é aproximadamente de 109,5, 


37 Trés nümeros-nào-nulas; m.e- ir são. parâmetros 
diretores de um vetor não-nulo a se são proporcio- 

. nais aos cogsengs diretores — isto é, se pns um 
& número positivo Atal,que.-. 


[=kcos a, n s kcos [3,1 =k cos y 


Sed s (P +m? + D); proveque cos a = Ijd, cos 
B= mid, cos y = n/d. 


38 Ref. Exercício 37. Se L , mp n € Ly my n, SãO 


“parâmetros diretores de a e b, respectivamente, 
prove que 


(a) a e b são ortogonais se e somente se 
¿ly rnm + ny =0 


(b) n e b são paralelos se e somente se existe um 
número k tal que 4, = KL, ni, = km, em 5 En, 


Exercs. 38-42: Prove'a propriedade vetorial dada se 
az (ap ay c), b = (b, by B) ec é um escalar, 


39 a-a= lla 
4 a:bzb:a 


~ 41 (ca) bsc(a- b)=a- (cb) 


420-a-20 
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Exercs, 43-52: Resolva sem utilizar componentes dos 
vetores: Ri 2 


, 43 Sejam a e b vetores não-nulos, nào-paralelos, tais 


que ca + db = pa + qb, com c, d, p e q escalares. 
Provequec s ped sq. 


44 Prove que se € é ortogonal a a & a b, então c é 
ortogonal a pa + qa para todos os escalares p e q. 


48 Prove que lla + bif = Jal? 2(a : 5) + BIE. 
46 Prove que [la + bP- a - bf = Xal + fiel). 


47 Na desigualdade de Cauchy-Sclwarz, sob que 
condições se tem Ja - bf = RIP 


48 Na desigualdade do triângulo, sob que condições 
se tem [fa + bif= fal + Holl 


49 Prove que fja — b] = Dal — [ib] (Sugestão: Consi- 
dere a = b + (a ~ D) e use a desigualdade do 
triángulo.) 

50 Prove que (a + b) (a7 b) aab. b. 

51 Provequea + b = ¿(ja + DI? = lla - bj. 


32 Prove que comp, (a + b) = comp, a + comp, b 


14.4 O PRODUTO VETORIAL 


ILUSTRAÇÃO 


Nesta seção introduziremos o produto vetorial a x b de dois 
vetores a e b em V, Ao contrário do produto escalar a + b, que 
é um escalar, o produto vetorial é um vetor. Como veremos, o 
vetor a x bé ortogonal tanto a a como a b. É utilizado na física 
e na engenharia para descrever efeitos rotacionais produzidos 
por forças. Poderíamos definir a x b geometricamente e obter 
então a forma em à j, k introduzindo um sistema retangular de 
coordenadas; vamos, entretanto, começar com uma definição 
algébrica. Embora este método possa encobrir a natureza geo- 
métrica de a x b, tem a vantagem de permitir demonstrações 
mais simples das propriedades. 


Convém utilizar determinantes ao lidar com produtos ve- 
toriais. Um determinante de ordem 2 se define como 


^ 
b o 


onde todas as letras representan números regis. 


= ab, — ab, 


lá E a Q3) = C3X9 = 10 + 12 = 22 


4 5 
2-3 
A ilustração precedente demonstra uma propriedade váli- 


da para determinantes de todas as ordens: A permuta de duas 
tinhas (colunas) inverte o sinal de um determinante. 


= 4-3) - (5X2) = -12 - 10 =-22 
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Um determinante de ordem 3 $ dado por 


minante segundo a primeira tinha. Obtém-se O valor do il 
minante calculando-se os determinantes de segunda ordem do 
membro direito da equação. 


ILUSTRAÇÃO 
2-1 3 
S J5 tjom j2 1 -25 
ara ode 
-€-20-20)- 8- C- 1) 4 4-90) 
24441-2722 - 6 
“Definição (14.27) orial ax fi doa = (2, ay 2) eb (b, b, D é 
a ais ; a od i 
bidit jo NE 


Notação para produtos 
vetoriais (14,28) 


O símbolo a x b se I como “a cruz b”; Note que a fórmula de 
a x b pode ser obtida substituíndo-se c, ; 


o símbolo à direita de (14.28) não é um determinante, pois à 
primeira linha contém vetores em lugar de escalares. Todavia, 

anotação de determinante é útil para rememorar a fórmula mais 
complicada da Definição (14.27). Comesta definição em mente 

utilizaremos (14.28) para achar produtos vetoriais, como = 
exemplo que vem a seguir. 


EXEMPLO 1 
Acheaxbsea=(2,-1,6)cb=(-3,5, 1. 
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"SOLUCÁO 


Teorema (14.29) 


Procedemos como segue: 
i jk 
axb=|-2 -1 6 
-3 51 
-1: 61. 2 6l. 2 =i 
-| 5 d -3 1|] * d-3 Jn 


s(-1-30) - Q + 18) + (10- 3)k 
2-31i-20j + 7k 
Se a € um vetor arbitrário em V, então 
ax0=0=0xa 


porque, se um dos vetores na Definição (14.27) é 0, então cada 
determinante tem uma linha de zeros, sendo, assim, O (verifi- 
quel). É fácil também mostrar que a x a = O para todo a. 


O próximo teorema evidencia uma propriedade importante 
do produto vetorial, 


¿O vetor ax bé órtogónil tanto à à comaab; e: 


DEMONSTRAÇÃO 
Pelo Teorema (14.21), basta mostrar que 
(axb)-a=Oe(axb):b=0 


Obtendo o produto escalar (14.27) dea x be a = Je, ën 63. 
vem: ` : 


Vi 
san 


: tnb, aya (abym aba + (nb, - eb), 


(axb tas 


82 bayt aba, t a bun, aba, 


“Logo, a x b é ortogonal a a. À prova de que (ax b): b - 06 
análoga, . : 


Interpretemos o Teorema (14,29) geometricamente, De 
acordo com a Figura 14.39(), se vetores não-nulos a e b 
correspondem a vetores EQ e PR com mesmo ponto inicial P, 
então a x b corresponde a um vetor PS que é ortogonal tanto a 
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PQ como a PR. Logo, ES é perpendicular ao plano determina- 
do por P, Q e R. Escrevemos 


PS = PQ x ER 


d. 


“O. 
Figura 1439 


Pode-se obter a direção ES” por meio da regra da mão direita - 


ilustrada na Figura 14.39(ii). Assim, se 8 € o Angulo entre PQ 
€ PR, e se os dedos da mão direita são dobrados de modo que 
uma rotação de 6 transforme PO em um vetor que tenha a 


mesma direção de ER, então o polegar distendido apontará na 
.. direção de PQ x PR. 


"O resultado que segue dá o módulo dea x b. 


Teorema (14.30) |: 


DEMONSTRAÇÃO! 
Të A "Pelo Teorema (14.17)(1) e a Definição (14.27), 
lja x DIE = (ax b) - (ax b) 
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Figuva 14.40 


Corolário (14.31) | Puis 


fib sen 8 


= (ab, — ab + (b, — ab + (nb, ~ ab 

= dbi - 2agbb, + bi + bs - 2 bib. 

+ del + abi - 200, + eibi 

= (d+ + bj + 674 Ei — (ab, + md, + aby 
Pode-se verificar a última igualdade efetuando-se as multiplica- 
ções. Em forma vetorial, a identidade precedente é 


fa x DP = dall bi)? - @ «by. 
ou, como a ball cos 9, 
Ja x bif = diall oi- dal bl? cose ` 
= (al [biG cos” 0). 
ali lb? sen? o. 


Extraindo raízes quadradas enotando que sen Qa 0 (pois0s0 s7), 
obtemos ` 


Logo lla x bf? = 


otl lise o. 


vetores a e b'são patalelós sê e somente se a x b + 0 


DEMONSTRAÇÃO 


Sejam a e b vetores náo-nulos. Se 0 é o ángulo de a e b, então 
os vetores são paralelos se e somente se 6 = 0 ou O =x, ou, 
equivalentemente, sen O = 0, Pelo Teorema (14.30), a última 
afirmação é equivalente aaxb=0. Se ou 2 0u b éo vetor zero, 
a prova é trivial, pois Q é paralelo a todos os vetores. 


Para interpretar [fa lla x bl] geometricamente, representemos 
a e b por vetores PO e PR com mesmo ponto inicial P. 
Conforme Figura 14.40, seja S o ponto tal que os segmentos 
PQ e PR sejam lados adjacentes de um paralelogramo com 
vértices P, Q, Res. [[b]| sen 0 é uma altura do paralelogramo e, 
assim, sua área é ffall bj] sen 0. Comparando convo Teorema 
(14.30), vemos que o módulo do produto vetorial a x b é igual 
à área do paralelogramo definido por a eb. 


EXEMPLO 2 


Ache a área do triángulo formado por P(4, — 3, 1, Q(6, — 4, 7) 
eR(,2,2). ` 


SOLUÇÃO 


Os vetores em V, correspondentes a PO e BR são 
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Propriedades del, j}, k (14.32) [Tx J '= 


Figura 14.41 


“a=(6-4,-4-(-3),7-1)=(2,-1,6) 
b=(1-4,2-(-3) 2-1) = (-3, 5, 1) 
Do Exemplo 1, 
axbz-31-20j&7k 7 


Logo, a área do paralelogramo de lados adjacentes PQ c 
fax bi] VEL SADO VIO i 
Segue-so que a área do triángulo é i vL410 = 18,8. 


Têm interesse os produtos vetoriais dos vetores unitários 
especiais i, j e k. Por exemplo, pela Definição (14.27) com a = 
i= (1, 0, 0} e b = j = (0, 1, 0), temos 


vi [t tji- [1 pre [E [eu 
Podê-se também provar, de maneira análoga: 
e dxlkmio kxi=j 
ET EE 
TESEI s 


A Figura 14,41 é um dispositivo mnemônico simples; para 
lembrar seis das fórmulas (14.32). Dispondo 9s símbolos i 
ao redor de um círculo conforme figura, 
sentido horário (denotado pelas setas), então o produto: 
de dois vetores sucessivos quaisquer é o próximo vetor. 
ixj = k. Para o sentido anti-horário, deve-se: ¿Omar o negativo: 
do próximo vetor, como em j x i =~ k. 


Ofatodeserixj «jx i mostra que o produto vetorial ndo 
é comutativo. Além disso, não vale a lei associativa, pois; por 
exemplo 


ixGxD=ix0=0 
mas 5 (ixjxj=kxj=-i 


As propriedades seguintes são válidas para quaisquer ve- 
tores a, b, c e um escalar n. 


KE 
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Propriedades do produto 
vetorial (14,33) 


(0 bxa=-(axb) 


(8) Qua)xbxca(ax b)= ax (mb) 


"mm dx (be 
M : 
(y. axb esa 0ko). 

o _2x0x0=4:9-6 dy 


(ab) + (aro) > 


EECH 


DEMONSTRAÇÃO 


Cada propriedade pode ser estabelecida por aplicação direta 
(embora às vezes longa) da Definição (14.27). Para provar {i}, 
façamos a = (ap a, a) e b = (by by by) obtendo 


b, bl, bj bl. b, b, 
= - * k 
bxa | i | D La, ; 


e 0, 4 


D 
Como a permuta de duas linhas de um determinante muda seu 
sinal, temos 


% 0]. |a 65 eu 
ves] mito, AL In NL 
= (ax b) 


Para provar (iii) consideremos € = (e Cy, Cy). O componente i 
dea x(b+ 0) é 


KI a, 


. 3 | afb, - * 
boe bo abs + c) = alby + 65) 


= (ab, — ab) + (me, ~ ec) 
m t 

+ 
b, b, | ^ 
que igual zo componente ide (ax b) + (ax). Mediante cálculo 
análogo pode-se provar que os componentes e kde a x (bc) 


são os mesmos que os de (a x b) + (a x c). Isto estabelece (iii). 
A prova das outras propriedades fica como exercício. 


A fórmula (vi) do Teorema (14.33) é chamada duplo 
produto vetorial dea, be c. (Em Tivros de língua inglesa, usa-se 
-o triplo produto vetorial). 


5 


a H 
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Figura 14,42- 


h 


Figural443 `. 


^ 
x 


Figura 14,44 


a 


duet 


Aren da base 
'axb] 


EXEMPLO 3 
Ache a fórmula da distância d de um ponto R a uma reta L. 
SOLUÇÃO 


Sejam P e Q pontos de l, conforme Figura 14.42, e 0 o ángulo: 


entre PO e PR. Como d « [[PR]| sen 8, obtemos 
ISO, PRI = IO Pl sen 9 = [PQ a 


Logo, 
de PO x FRI 
E 
EXEMPLO 4 


Sejam 8, b e c os lados adjacentes da caixa oblíqua da Figura 
14,43, Mostre que (a x b) cj é o volume da caixa. 


SOLUÇÃO 


A área da base da caixa é [ja x HL Seja 60 ángulo entre ce a x b. 
Como a x b é perpendicular à base; a altura kb da caixa é dada 
por A = [fel] [cos 6]. (Devemos empregar o valor absoluto [cos 6], 
pois 9 pode ser um ángulo obtuso.) Assim; o volume V da caixa é 


V = (área de base)(altura) 


= fla x H ldlleee 6 
= Ka xD) + d 


onde'a última igualdade decorre do Teorema (14,19). 


O número (a x b)- e considerado no Exemplo 4 é chamado 


próduto misto dea, b e e. Este número pode expressar-se como: - 


um determinante de ordem 3 que envolve os componentes dos 


`- três vetores (ver Exercício 21). 


: Os produtos vetoriais são utilizados no estudo de efeitos 
rotacionais produzidos por forças. Suponhamos que uma força 


` BO atue em um ponto P de um objeto, conforme ilustrado na 


Figura 14,44, onde superpusemos um sistema coordenado xyz, 
A força tende a fazer o objeto girar em torno de uma reta por O 
perpendicular ao plano determinado por EQ] e pelo vetor posi- 
ção OP de P. O vetor torque OT da força (também chamado 
momento de PQ em relação a 0) é definido como 


OT = OP x PO 
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En física e mecânica, OT indica tanto o módulo como a direção 
do efeito rotacional induzido pela fo força P. Se OP representa o 
pegador de uma chave inglesa e PQ é a força aplicada à extremi- 
dade do pegador, então or aponta nadireção em que um parafuso 
(direto) se move quando se faz girar a chave inglesa. 


H Os produtos vetoriais têm também aplicação na teoria dos 
campos eletromagnéticos. Para ilustrar, consideremos um dipo- 
lo elétrico, ou seja, duas cargas pontuais +q € ~g senipre à 
ei distáncia constante d uma da outra, Se d é o vetor exibido na 
Figura 14,45(), então (Jd]]= de o momento dípolo elétrico p 
E : se define como p = qd. Suponhamos, conforme ilustrado na 
q Figura 14.45(i), que o dipolo elétrico esteja colocado em um 
4 campo eletromagnético onde todo vetor força E tem mesmo 
módulo e mesma direção. O dípolo elétrica tende a rotaraté ficar 
alinhado com a direção do campo, isto é, o ángulo Q entre d e E 
E tenderá para 0. O torque T causado por E em P é dado par T = 
^ pxE co trabalho realizado por E no processo de alinhamento 
éW=p-E. 


No Capítulo 15 estudaremos outras interpretações do pro- 
duto vetorial, 


ü pt4  ( 
d 


4 
E el 
Figura 14.48 
EXERCÍCIOS 14.4 
Exeres. 1-10: Ache a x b. -10 as3i, badk 
i a=(1,-2,3), b=(2,1,-4) Exeres, 11-12; Use a produto vetorial para mostrar 
b são paralelos, 

2 ae(-51- 1) b=(3,6,-2) SEET 

11 a=(-6,-10,4), ba (2, 5,-2) 
3 a=(0,1,2), b=(1,2,0) 

Daz=a-j+4 =-6143j-12k 
4 a=(0,0,4), b=(-7,1,0) ES j 

E Exercícios 13-14: Sejam a = (2, 0, — 1), b =(-3, 1, 0), 

5 a=Si-Gj-k, b=3+k es(1,-2,4). 
6 as b=-8]+2k 13 Ache a x (b x c)e (ax b) x c. 
7 as-Siej 8k, b 29i -3j- Gk. 14 Acho a x (b -c)e(axb)- (ax c). 
8 ac3i-]e8k bssj Exeres. 15-18: (a) Ache um vetor perpendicular ao 
9 azdi-6j 2k, b=-2+3)-k. plana definido por P, Q e R. (b) Ache a área do 


triángulo PQR. 
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18/(L-,2,  Q(hX-1) — RQ-41) 
1667-393, OG Dë 
17 P(4,0,0), Q(0, 5,0), R(9,0,2) 
18 61,20, — Q(,2,-3, — RG,0,1) 


Exercs, 19-20: Ref. Exemplo 3. Ache a distância de 
Püreta poc Qc Ro 


19 PB, 1, -2), 
20 P(-2,5, 1), 


QQ,5, 2), R(-1,4,2) 
ABLA  R(1,6,-3) 
21 Sea = (1, ay ay), b = (by, by, br), e == (ny cc), 
prove que 
| En Kä d. 
a-(bxe=(axb-e=jb b b, 
qa 
Ezeres, 22-23: Use o Exeniplo eo Excrelcio 21 para 
achar o volume da caixa de lados adjacentes AH, Ac 
SAD, 
22 4(0,0,0),2(1,- 1,2), C(0,3,-1), D, =4 t 
23 AQ, 1,-1) 2G,0,2), C(4, -2,1), D(5,-3,0) 
24 Se a, b e c são representados por vetores com 


ponto inicial comum, mostre que a (bx e) = Ose 
€ somente se os vetores são coplanares, 


, 0) 


25 Prove que (a x b): b =0 para todos os vetores a e b. 


14.5 RETAS E PLANOS 


Pts y, 2) nado xyz, 


AZ conceitos vetoriais de paralelismo e ortogonalishio, Admitire- : 
mos que todas as retas e planos estejam em um sistema coorde- 


26 Seaxbzaxccazü, isto implica b — e? Explique 


27 Sejana .Seaxbsaxecacbea- €, prove 
que bz c. 


Exeres, 28-31: Prove a propriedade, se; = A [^ 
bo (b by by), cm (ces e emé 


28 (ma) x b = mía x b) =a x (mb) 
29 (a+b)xe=(axc)+(bx0) 
30 (ax b): eza- (bxc) 

31 Afs db gb- De 


Exeres. 32-37: 
verifique que: 


32 (a+ b) x (a-b) 20b xa) 


Sem utilizar componentes de vetores, 


33ax(hbxe)ebx(exa) cx(axb)20 
(Sugestão: Use (vi) do Teorema (14.33).) 
34 (ax b) xez (a-c)b - (b- a 


) 


35 (a x b) > (c x d) = 


b'e 
a: Us | 
36 (ax b) x (ex d) s (ax bo d)e -(axb-e)d 
37 (xb) (bx ox (exa) (a-bxoy 


Figura 14.46 


EE 


Alt as 4) 
ps 


Sejan a = (a, a,, a.) um vetor não-nulo em Vy P (x, 34,2) 
um ponto arbitrário e OA à vetor posição de a. De acorda com 
a Figura 14,46, descrevemos a reta / por P (x, y, 2) paralela 
aa como o conjunto de todos os pontos P(x, y, z) tais que BP 
seja paralelo a o4, isto é, 


ËP = OR para um escalar t. 


Em termos de vetores V., 


Ap Y Yu 22) = Mën ge ay uh ad a) 


ANA 
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Teorema (14.38) 


guintes equações paramétricas para & 
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Tgualando componentes e resolvendo em relação a x, y, z, 2 


(c) A Figura 14.47 exibe o vetor posição OA dea. A reta! pode 
temos 


D 
bs, 2,4) ser traçada tomando-se o ponto dado P(5, — 2, 4) e o ponto R(S, 
H + 10,0) obtido na parte (b). os ` 


[^ 
NC TIT He Para achar as equações paramétricas da reta que passa por. 
WW Gel 


"ns > dois pontos arbitrários Pt Yo 2) € Pa Y» 2) conforme 
A| T 2, 4) Figura 14.48, utilizamos o vetor a que corresponde a P P, — isto 
é, 


z= tabysytabzeatas 


onde f é um número real. Estas-equações: são as equações: 
paramétricas da reta É, com t como parámetro. Obtêm-se os `. 
pontos P(x, y, 2) de ? fazendo t tomar todos os valores reais, 


Acabamos de provar o seguinte: 


“as equações paramétricas da reta por AIN z,) paralela an (Xp) Yp Ze) 
EE D Kä a) são. : ^ DV Me e Substituindo no Teorema (14.34), obtemos as equações paramé- 
dextahyey taz tap tmR >. Figura 1447 tricas l 


o xxx) y = y t Oyi 
Note que os coeficientes. deten(14.34) 540.05 componen=: 


säi ES » . exato 
tes do vetor a. Podemos obter a mesma reta utilizando qualquer: - E zzz (-z)temR 
vetor náo-nulo que-seja: paralelo 22, pois, nesse caso; b cai 


da Note que £=0 dí o ponto P, t Fo ponto médio de P,P e£= 1 
(ca, cay cas) e as equações paramétricas dá reta são. 

* 

Pes yp 2) traça o segmento P,P,. Outros-valotes de £ nos dão diferentes 


xx t (ca) yEy ¡+ (ca iz iz (env vem R.. 


AN pontos de: 


Pd 


Estas equações-determinam a mesma reta, pois podemos obter- 
o ponto dado por é fazendo v = tfe. 


EXEMPLO 1 


EXEMPLO 2 


Ache as equações paramétricas da reta | por P(3, 1, —2) e 
Pí(-2,7,-4). 


(a) Escreva equações paramétricas da reta ! por P(5, — 2, 4) e q ` 
Y SOLUÇÃO 


paralelana = G, 2, A7 
Fx 


h Onde | intercepta o plano-xy? . 
© ad o Figura 14.48 


O vetor a em V, correspondente a PP, 6 
(c) Trace o vetor posigáo de a e a reta D 
SOLUÇÃO : 


(a) Para evitar frações, utilizaremos o vetor b = 6a = (3, 12,-4) 
em lugar de a. Aplicando o Teorema (14.34), obtemos as se- 


|a2(2-3/7-1,-442)- (-5,6,-2) 


Aplicando o Teorema (14:34), obtemos as equações paramétri- 
cas de k: 


x=3-Sty=1+6,72=-2-2U tem R 
. EXEMPLO 3 . 
1=5+3, y =-2+121,2=4-4t, tem R 


n Sejam as retas |, e [, parametrizadas respectivaménte por 
b) Areta intercepta o plano-xy no ponto Rix, y) sez 4- 4t 


= O (isto 6, se ? = 1), Fazendo £ 1 nas equações paramétricas 
da parte (a), obtemos as coordenadas x c y de R, a saber: 


x2543()98 e y=-2+120)=10 
Logo R é o ponto de coordenadas (8, 10, 0). 


x=-243 y=5-4t,2=142f temR 
xu 1 y=3+2v,2=-4-31 rem R 


Determine se i, e L se interceptam e, em caso afirmativo, 
determine o ponto de intersecção. . 


o ponto P, De modo geral, ao variar t de.0 a 1,0 ponto P(x, y, z)- 


amar a a pa enia 1 
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Figura 14,49 


SOLUÇÃO 


As tetas se interceptam se existem valores de £ (para /,) e v (para 
1) que dêem o mesmo ponto P(x, y, 2). Consideramos, pois, o 
seguinte sistena de três equações em duas variáveis: 


-243ta d-v 
Sodom 342v ou, equivalentemente, 
142 =-4- 3v 


ut v= 3 
-4 2y 2-2 
KEIER 


Resolvendo simultaneamente as duas primeiras equações do 
sistema, obtemos t « 2 ev =- 3. Levando na terceira equação, 
2t + 3v — 5, obtemos 22) + 3-3) =-5,0u-5 =~ 5. Como 
t=2ev=-3 é uma solução de cada uma das três equações, as 
retas se interceptam, Pode-se achar o ponto de intersecção 
fazendo-se t = 2 na parametrização de t,ouv=—3 na parame- 
trização de £, Em qualquer caso obtemos o punto P(4, —- 3, 5). 


É importante notar que, se a solução ? 2e y=- 3 das 
duas primeiras equações do sistema ndo satisfizessem a terceira 
equação, as retas não se interceptariam. 


Na próxima definição utilizamos o ángulo entre dois ve- 
tores (ver (14.18)) para definir o ângulo de duas retas. Utiliza- 
mos vetores também para definir retas paralelas e retas 
ortogonais. 


paralelas se é som 
a para al 


Note que o ângulo de 7, e 1, é definido, quer as retas se 
» interceptem ou não. 


> EXEMPLO4 


Sejam as retas /, e 1, com as respectivas parametrizações para t 
em R: 
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0 


xzit2hLyz3-4,zs5-24t 


x=-S-hy=2-3,2=443 


Ache os ángulos entre f, e te 
SOLUÇÃO 


Considerando os coeficientes de £, vemos qu 
las, respectivamente, a 


a=(2,-4,1) e b=(1,-33) 


Se 9 é o ângulo entre a e b, então, por (14.18), 


ah AED 69063) + (06) _ 0 
cos 0 = MN" ET AER UNS 


Logo, pela Definição (14.35), os ângulos entre L e /, são dados por 
me 13 a 
0 a cost as 036 rad = 49 


m De 228 rad » 131% 


Conforme ilustrado na Figura 14.50, se Bo, Yp 2,) É um 
ponto de uma reta f, então o plano por P, com nornial (6 o 
conjunto de pontos de todas as retas l’ ortogonais a em P, Para 
obter uma definição equivalente empregando vetores, escolha- 
mos outro ponto P, em Le consideremos o vetor PP, conforme 
Figura 14.50(ii). O plano por P, com vetor normakP; 


define como o conjunto de todos os pontos 
PiP seja ortogonal a PÉ. 


WEN 


Az ; MI D 


Figura 14,50 


: “> 


F (19 
t (2.00) Ax+S2=10 


Figura 14.54 


Equações simétricas de uma 
reta (14.39) 


Um plano de equação da forma by + cz + d = 0 tem vetor 
normal a = (0, b, c) e € ortogonal ao plano-yz, pois a "i= 0. 
Analogamente, os gráficos de ax + by + d=Geax+ez+d=0 
são planos ortogonais aos planos xy e xz, respectivamente. 


EXEMPLO 10 ' 
Esboce o gráfica do plano 3x + 5z zs 10. 
? sow ÇÃO 


O plano é ortogonal ao plano-xz e tem como intercepto-x 7 2 e 


como intercepto-z 2. Note que o traço no plano-yz tem qusc 
5z = 10, sendo, pois, uma reta paralela ao eixo-y com intercep- 
10-22. Analogamente, o trago no plano-ay tem equação 3x = 10, 
sendo, pois, uma reta paralela ao eixo-y com intercepto-x E A 


Figura 14.54 exibe parte do gráfico mostrando os traços nos De S 


planos coordenados. 


As tetas podem ser escritas como intersecções de planos. 


Se uma.reta:/-é dada: parametricamente como: no Teorema ` 


(14,34) e se a, gen a, SÃO diferentes de zero, podemos resolver. 
- cada equação em relação a £, obtendo 


DEE: FER z-z 
pe ano 1 
TA % % 


Segue-se que um ponto P(x, y, z) pertence à rela / se e somente 


se são verificadas as seguintes equações, chamadas equações - 


simétricas det 


A formasimétrica das equações de uma reta não é única, pois 


podemos, em (14.39), utilizar três números by, by b, proporcionais 


20,0, a, e qualquer outro ponto 1 que não (x, Yp zj). 
Se, em (14.39), tomamos as equações indicadas aos pares, 
digamos, 


x-X- TA 


a 2 


22 


% 


obtemos [como intersecção do dois planos, o primeiro ortogonal. 
ao plano-x) e o segundo ortogonal ao plano-xz. Se um dos 
números a, tt, OU a, É zero, já nio podemos resolver cada equação 


Cap. 14- Vetores e superficies 263 


de (14.34) em relação a t. Por exemplo, se a, = Üe aa, = 0, a 
terceira equação se reduz a z = Su podendo-se escrever a 
forma simétrica como 


que, novamente, expressa / como intersecção de dois planos o 
primeiro, ortogonal ao plano-xy; e o segundo, z = zj, paralelo ao: 
planó-xy. A situação á análoga se a, = 0 ou a, = 


EXEMPLO 11 


Escreva, em forma simétrica, as equações da reta por. P(3,1,-2) 


e P(-2, 7, -4). 


SOLUÇÃO 
Tal como no Exemplo 2, uma representação paramétrica da reta é 
o 12351 y = 1% 61, 2=-2, 24 tem R 


Resolvendo cada equação èm relação a t e igualando os resulta- 
dos, obtemos a forma simétrica 


X 


3.xz:i.z52 
6 ^ -2 


EXEMPLO 12 


“Soja la reta de intersecção dos dois planos 


eZx-yám4. e x+Iy-Z=1 


Ache equações paramétricas de L. 


' SOLUÇÃO 


Um ponto P(x, y, 2) pertence a / se e somente se P está em cada 
um dos planos — isto é se e somente se (x, y, z) € solução do 
sistema de equações 


pet — 


xt3y-2z-1 

ou, equivalentemente, 
2x- y = 4 = 4z 
x+3d=1+2 


Encaremos as equações acima como ura sistema de duas equa- 
Goes eme y. Eliminando y do sistema, podemos exprimir x em 
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IW. 
` BG pe A) 
Figura 14.55 


termos de z Da mesma forma, eliminando x do sistema obtemos 
uma fórmula para y em termos de z. Este processo nos dá o 
sistema equivalente 


DA 
` 7 17 
yal, 

7/7 


Dando a z todos os valores reais t, obtemos as soluções do 
sistema isto é, os pontos de /, São, pois, equações paramétricas 
det , : 


x2H- D y had, Sat temR 


No próximo exemplo empregamos métodos vetoriais para 
achar a distância de um ponto a um plano. 


EXEMPLO 13 


Ache uma fórmula da distância 4 de um ponto Pix, Se 29) ao 
plano ax + by +cz+d=0, 


SOLUÇÃO 
Conforme Figura 14.55, seja P lx, Yp 2) um ponto arbitrário 
do plano, e seja n um vetor normal aa plano. O vetor p corres- 
pondente a BE, € 

p= (Xv Yo Be 77 A) 


Referindo-nos á figura, vemos que 


` H 
h = [comp, 9 = In: Mi 


Como (a, b, c) é um vetor normal ao plano, podemos fazer 


i 


i E SO 
morro 
Conseqüentemente, 
, a ax) +00 y) + ele) -2) 
des ROS eT Bee 
Kacy + byg + od + (ax, — by, - ed 
= Versao 
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Figura 14,56 


Como P, pertence ao plano, (ty, Y, 21) é uma solução de ax + by 
+ez+d=0 0, ento, ax, + Dy, + cz, + d s 0 au d=—ax, —by, 
~ cz, Assim, podemos escrever a fórmula de / como 


lux, + hys + cn + d 
KEEN 


ha 


Duas retas dizem-se reversas se não sáo paralelas ni 
interceptam, Deduziremos no próximo exemplo uma fórmula 
para a menor distância entre duas retas reversas. 

EXEMPLO 14 


Ache uma fórmula para a menor distância d entre duas retas 
reversas | et, 


SOLUÇÃO 


Escolhamos pontos P, Q, em l, e P, Q, em lp conforme 
ilustrado na Figura 14.56. Pelo Teorema (14.29), 
PO, x PÔ, é ortogonal tanto a BO, como a P, e, daí, um 
vétor unitário n ortogonal tanto a BO, como a PO, é 


H (PO, x BÓ) 


Consideremos planos por P, c P,, respectivamente, tendo 
cada um vetor normal n. Esses planos são paralelos e contêm /, 
el, respectivamente. A distância d entre os planos é medida ao 
longo de uma reta paralela à normal comum n, conforme£xi P. 
na figura, Segue-se que d é a menor distância entre } e Além 
disso, ` : : 


d = konp, BB = In FË) 


1 PEE 
"ISS, SC KP, « B3) PEI 


QE 


266: Cálculo com Geometria Analítica Cop. 14 


EXERCÍCIOS 14.5 


Exercs. 1-4: Ache equações paramétricas da reta por 
P paralela a a. 


1 FBA42,-3 ` am (1, 2,3 
2 P(5,0,-2) a=(-1,-4, 1) 
3 P(0,0,0); aei 

4 P(,2,3) _asi+2+3k 


Exeres. 5-8: Ache equações paramétricas da reta por 
P, c Py Determine (sc possível) os pontos em que a 


reta intercepta cada um dos planos coordenados. 


5 P/6,-2,4, P4, 6,1) 

6 P(-31,-1) PAI, 11,-8) 

7 P(2,0,5), P4(-6,0,3) 

8 P0,-2,4) P2,-2,-3). 

9 Seltem equações paramétricas x «5 -My =-2 


+t z=} + Bache equações paramétticas da reta > 
por P(-6, 4, 21 paralela al, 


10 Ache equições paramétricas da reta por P(4, — 1; 
0) paralela à reta por P (- 3,9, 2) e PAS, 7,— 3 


Exeres, 11-14: Determine se as duas retas se intercep- . 


tam; em caso afirmativo, ache o ponto de intersecção. 

lbxzic2n, Co ysi-4, 2=5-t 
ET EI y =m d+ D z=4+v 

1àxei-6, yodo 


x=2+2y, y=6+v, 


19x=3+t y=2-4, 
rd”, C y=3+y, 
14x=2-5, 00 y=642 - 


NET EK yzTe5v, 


Eseres, 15-18: D&o-se as equações de duas retas |, e 
l, Ache o ângulo entre clas. 


asi det ad a ÓN 


15 2x=7-2, y=4+3t, 2=5t 


PLISEIA y=3+4, 2=1+1 
16x=5+3, yzsá-t 2=3+2t> 
r=-to y=1-2, z=3+t 


sul tł, 2. 142. 2-4 


Nac "DP qo 0380-7 
x y-2.,. x5 gol 241 
gg Sc 4 73º] 


Exeres. 19-26: Ache uma eguação do plano que 
verifique as condições dadas. 


19 Por P(6, — 7, 4) e paralelo (2) ao plano xy (b) ao 
plano yz (c) ao plano xz.. 


20. Por P(-2,5,— 8)e com-vetor normal (2) i(0)5 (9) k. 
21 PorP(-11,4,=2)e com vetor normal a. 6--Sj-k. 
22 Por P(4, 2, - 9) com vetor normal DP. 


23. Por P(2;5, - 6) paralelo ao plano 3x-— y+ 2z = 10.- 


24 Pela origem e paralelo ao plano x 6y +42=7 


25 Por P(- 4, 1, 6) e com mesmo trago no plano-xz 
que o plano x + 4y- 5258. 


26 Pela origem e pelos pontos POL, 2, 5) e Q(, 4, 0). 


Exercs. 27-28: Ache uma equação do plano por P, Q 
eR. 


27 P(,1,3. LE  RQ,-12) 
BPI, QC11-2, RG,-41) 


Exeres, 29-36: Esboce o gráfico da equação em um 
sistema coordenado xyz. S 


29():-3. (My=-2 (9255 

30 Gs A ()y=0 (Ore ct 

31 2x+y-6=0 32 dx-22-24=0 
33 2y-32-9=0 34 Sx+p-42+20=0 
35 2x-y+52+10=0  3Jóx+y+2=0 
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Exercs, 37-40: Ache uma equação do plano. 


37 


38 


39 


40 


Xxercs. 41-42: Ache a equação do plano por P e 
paralelo ao plano dado. 


AL PQ, 2,-3). 4x-yt3z-720 

42 P(3,-2,8) -23+3-2+5=0 

' Regie d: Aë Ache as equações simétricas da reta 

porP¡ e Py. 
43.P,5,-2, 4 P, 6,1) 
44 P(-3/1, - 3) P(11,-8)* 
45 P(5,2,-3). P£-3,2,5) 
46 P(S,-7,4, P£-2,-1, 4) 


Exercs, 47-50: Ache equagóss paramétricas da reta 
de intersecção dos dois planos. 


47 x+2y-92=1; 2x-3y 410. 
48 2x & Sy + 162 - 13, -X-4y-622-3 
49 -2x + 3y += 12, EK EE 
50 Sr po 122215, Det dy 22-6 


Exeres, 51-52: Ref. Exemplo 13. Ache a distância de 
Paopleno. ` SER 


51 P(,-1,2) 2 dy 5=0 
52 PB, L-2; dx + 4y-5241=0 


Exercs, 53-54; Mostre que os dois planos são parale- 
los e ache a distância entre eles. 


53 4x-2y +62 =3, —6x + 3y Ind 
54 3x4 12y-61==2, — Sx420y- 10257 


oi? 
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Exoves, 55-56: Ref. Exemplo 14. Sejam /, a reta por 
AcBeiZa reta por C e D. Ache a menor distância 


entre Léi 


88A(0,-2,3, BG, 0,5%; C(4, 1,21, D(-2,3,4) 
$6 4(,3,0, — 8(0,4,5; C2, 1, 2), DG, 1,0) 


Exercs, 57-58: Ache a equação do plano que contém 
o ponlo P e a reta, 


87 P(5,0, 2; x e 3t 1, yo - 2t 4 zo t3 
38 P(4, 3,0 x e t4 S, y=2-L, 22147 


xeres, 59-60: Use o produto escalar paca achar 2 
distância de A à reta por B e C, 


89 AQ, 6, 1); B(G, 4, 2), CC, 1,5) 

60 AQ, 5,0); B(-2, 1,4), C(0, 3,2) 

Exeres, 61-62: Ache a distância do ponto PA reta. 
ai PQ,1,-25 A ts -4 4 A Ss 1 2E 


zltdysÓenzadt 


Exeves. 63-64: Se um plano tem inlercoptos nág-nu- 
los a, b c c sobre os eixos x, y e z, respectivamente, 
então sua equação sob forma-intercepto é 


EE... 
a b c 


Ache a equação do plano na forma-intercepto. 
63 10x - 13y 62:2 30 
64 12x + 15y — 20 = 60 


Exeres. 65-66: Ache uma equação do plana na forma 
Ax By Czo D. 


14.6 SUPERFÍCIES 


Exeres, 67-68: Grafe fe g no mesmo plano coorde- 
nado, para —2 s x s 2. (a) Estime as coordenadas de 
seu ponto P de intersecção. (b) Aproxime os ângulos 
entre as tangentes aos gráficos em P. 


67 f(x) «sen (C) gQ) = cos x -x 
Bi, e +1 


Para esbogar uma superfície com lápis e papel, em geral esco- 
lhemos os eixos coordenados como na Figura 14.21, com os 
eixos y e z no plano do papel e o eixo x projetando-se para fora 
deste. Esta técnica é ilustrada nas Figuras 14.57 — 14.67 e nos 
gráficos desta seção, Uma desvantagem deste tipo de escolha de 
eixos é que, quando se traça o gráfico de uma equação especí- 
fica, a forma da superfície resultante pode ficar distorcida. Por 
exemplo, secções circulares podem parecer elipses e vice-versa. 
Por esta razão, os gráficos em três dimensões ilustrados mais 
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adiante sáo gerados por computador, com cixos e unidades de 
distância escolhidos de maneira a proporcionar uma visão não 
distorcida da superfície. Nesse sistema axonométrico, nenhum 
dos planos coordenados coincide com o plano: do pap 
estudar cuidadosamente esta seção e ser capaz de iden 
uma superfície a partir de sua equação, você deve procurar ` 
adquirir proficiência na escolha do sistema de eixos coorde: 


Na seção precedente definimos o traço do &ráfico de iiia 
equação linear em um plano coordenado. De modo mais geral, 
se $ é uma superfície (isto é, o gráfico de uma equação em x, y, 
2), então o trago de S em um plano é a intersecção de $ como 
plano, Para esbogar uma supertício, utilizamos traços, Reves- 
tem-se de especial importância os tragos nos planos coordena- 
dos. Estes três traças são: O traço-xy, o traço-yz eo traço-az. 
Às vezes, é conveniente também determinar traços em planos 
paralelos aos planos coordenados. Mostramos a seguir como 
obter equações de traços a partir da equação de uma superfície, 
O trago esbocado é apenas uma das possibilidades. Em proble- 
mas típicos o trago pode ser uma secção cónica, uma rela, ou 
uma outra curva. Por vezes, ndo há trago, ou seja, a superfície 
to intercepta um plano dado, ` 


Para Achar a Equação 


Trago " do Trago f Esbago do Traço 
AZ 
Trago-1y Per ze D 
Az 
Trago-y2 Fazerx=0 
y 
e 
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Para Achar a Equação i SOLUGAO 1 UC 
I o He Tran 4. Estee do Trag O gráfico é uma superfície em um sistema coordenado xyz. H 
z B Dáo-se a seguir os tragos sobre diversos planos. 
PES D o) Natureza IT" ; 
Tragooz « Fazer y «0 "rao. | Equação do Trägo |. do Trago ` | Esboço do Trago 
. 
y d ; 
^x 
| Traço-ay 0=2" ay? Origem 
S Emz=k Fazerz=k 
Traço-yz z =y? Parábola: 
Emx=k Fazerx =k À 
: Traço-xz zx? Parábola: `. 
Emyzk Fazery = k 184 
Círculo, 
: kee, ponto, ou 
Emz=k | c xay sk nenhum 
su A gráfico 
EXEMPLO 1 Y 
d x 
Esboce o gráfico dez «x? + y? [Nentum gráfico so k < 0 


za y 


REH A 
— a 
Es d 
Ze 
Figura 14,57 
Definição (14.40) 


Esbogamos a seguir esses tragos utilizando apenas tun 
conjunto de eixos coordenados, Notando que o raio V do traço 
circular em z = k aumenta com z, somos levados ao esboço da 
Figura 14.57. 


Os tragos nos planos x = ke y = ¿sio parábolas, A título 
de ilustração, o traço no plano y 16a parábola z= zx £leo 
trago no plano x = 2 é a parábola z = y? + 4, Não esbogaremos 
esses traços, pois os tragos circulares sobre z = k são suficientes 
para indicar o gráfico. A superfície deste exemplo pode ser 
considerada como tendo sido gerada pela revolução do gráfico 
da parábola z= y* no planó-yzem torno do eixo-z, Esta superfície 


é chamada paraholóide de revolução (ou parabotóide circu- ` 


lar). 


Até aquí vocé pode ter considerado um cilindro como um 
objeto em forma de uma lata com seções transversas circulares. 
A próxima definição mostra que, na realidade, os cilindros 
podem apresentar uma variedade de formas, 


Sejam C uma curva em um plano; el uma reta que não está 
em um plano paralelo. O conjunto de todas as retas paralelas 
a 1 e que interceptam Cé um cilindro. 


AR gua 14.58 ilustra dois exemplos de cilindros. A curva 
C do plano é chamada divetviz do cilindro, e cada reta por C 
paralela a 1 é uma geratriz do cilindro, O cilindro da Figura 
14.58(1) é um cilindro circular reto, obtido quando C é um 
circulo em um plano e / é uma reta perpendicular ao plano. 
Embora o cilindro apareça limitado na figura, as geratrizes se 
prolongam indefinidamente. Como se vê em (ii) da figura, a 
diretriz C não é necessariamente uma curva fechada, 


m j 


Figura 14.58 
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v=f0) 
Az 


o 
E 
Ed QG y, 
rA 


Figura 14.59 


Figura 14.60 


Consideremos um cilindro cuja diretriz C está no plano-xy 
etem como equação y = f(x) para alguma função f. Suponhamos 
também que as geratrizes sejam paralelas ao eixo-z. Conforme 
Figura 14.59, um ponto Dir, y, z) está no cilindro se e somente 
se Qs, y, 0) está em C isto é, se e somente se ds duas priti 
coordenadas x e y de P verificam a equação y =f (x). Assi 
equação do cilindro é y = (x), que é à mesma equação dadi 
no plano-xy. : 


EXEMPLO 2 


cat. 2 
Esboce o gráfico del * 5 = 1em três dimensões. 


SOLUÇÃO 


Pelas observações anteriores, o gráfico é um cilindro de geratri- 
zes paralelas ao eixo-z. Começamos por esboçar o gráfico da 
equação (2/4)  (y*/9) = 1 no plano-xy, Esta elipse € uma dirotriz. 
€ do cilindro. Todos os tragos em planos paralelos ao plano-ay 
são clipses congruentes com esta diretriz. Ao esboçar um cilin- 
dro, costumamos grafar ao menos dois traços, conforme indien- 
do na Figura 14.60. Como a diretriz é uma etipse, chamamos 
esta superfície um cilindro elíptico. 


O gráfico de uma equação que contém apenas as variáveis 
yozóum cilindro de geratri izes paralelas ao eixo-y, e cujo traço 
(diretriz) no plano-yzé o gráfico da equação dada. Analogamen- 
te, o gráfico de uma equação que não contém a variável y é um 
cilindro de geratrizes paralelas ao cixo-y e chja Alem 
gráfico da equação dada no plano-xz. 


EXEMPLO 3 


Esboce o gráfico das seguintes equações em três dimen 
(a) P=9-z (b) z=senx 
SOLUGÁO 

(a) O gráfico de y?= 9-26 um cilindro de geratrizes paralelas 
ao eixo-r, Uma diretriz no plano-yz é a parábola y? = 9 — z, A 
Figura 14.61 representa parte do gráfico (um cilindro parabó- 
tico). 


(b) O gráfico de z = sen x € um cilindro de geratrizes paralelas 
ao eixo-y e cuja diretriz no plano-xz é a curva z & sen x. A Figura 
14.62 6 o esboço de uma parte do gráfico. 
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y =9-2 


EE 


Figuradd6l. .. 


Elipsóide (14.41) 


Figura 14.62 


No Capítulo: 12 vimos que; em duas dimensóes, O. gráfica: ` : 


de qualquer. equação do segundo: graux eyyi 
Ar Bxy + Cy s Die Ey «F0 


é uma secção cônica (salvo em casos degenerados). Em três 
dimensões, o gráfico de uma equação de segundo grau em x, y, Z, 


Ax + By C + Daa Exc Fyz Go Hye Io 1-0 


é uma superfície quádrica (salvo em casos degenerados). Por 
simplicidade, limitirenos nosso estudo no caso em que-05 
coeficientes D, E, F, G, H e I são todos zero, As equações mais 
gerais. podem reduzir-se a este caso mediante translagúes € 
rotações adequadas de eixos, 


Há três tipos de superfícies quádricas: elipsóides, hiperbo- 
lóides e parabolóides. Os nomes se devem ao fato de que os 
tragos em planos paralelos aos planos coordenados são em geral 


elipses, hipérboles e parábolas, respectivamente, No restante 


desta seção (a menos que se indique o contrário), a, be c 
denotaráo números realspositivos. O gráfico da equação seguin- 


te é um elipsóide, O quadro abaixo indica os tragos desta - 


superfície nos planos coordenados. 
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` Ee S eg Descrição 
Traço Equação do Traço do Traço Esboço do Trago 
IN 
Traço-xy SZ. ic Elips 
ug ipse 
Trago-yz: Yam 1 ip 
x z p + Z E -Elipse 
cl 2 
Teaco- E " 
taço-az Si + dT 1 Blipse 


^x 


Figura 14.63 


trago-xz | 


Esboçaremos à seguir estes traços utilizando apenas um 


. conjunto de eixos coordenados, conforme ilustrado na Figura 


trago-xy 


14.63. Uma vez que você esteja familiarizado com superfícies 
quádticas, estes três traços serão suficientes para um esboço 
preciso, do gráfico. Entretanto, para completar nosso estudo, 
consideraremos traços em planos paralelos aos planos cuorde- 


_ nados: 


Para achar o traço em um plano z = k paralelo ao plano-xy 
fazemos z = k na equação do clipsóide, obtendo 


Se > c, então 1 (EICH <O e não há gráfico. Assim, o gráfico 
de (14,41) está entre os plenos z  — k e z = k. Se |k] < c, então 
1--(K?/e*) > 0 e assim o traço no plano z = k é uma elipse, 
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conforme Figura 14.64. A figura exibe também partes de outros 
tragos em planos paralelos ao plano-xy. 


E z 
Trago em | 


y=k N 


O trago em um plano y = k paralelo ao plano-xz é 


A Figuta 14.64 exibe vários desses tragos (clipses) para —b <k « b. 


Finalmente, fazendo x = k para ~a < k < a, vemos que o 
traço em um plano paralelo ao plano-yz é uma elipse. (A Figura 
14.64 não exibe essas elipses.) 


Figura 14.64 Note que se a = b = c, então o gráfico de (14.41) é uma 


esfera de raio a com centro na origem. 


O gráfico da equação seguinte é um Aiperbolóide de uma 
folha. O quadro abaixo indica os traços nos planos coordenados. 


Hiperbolóide de uma folha 
(14,42) 


ZC E B 5 Deserigáo 
Trago Equação do Traço do Trago 


Trago-xy Elipse 


"Trago-yz Y 8 al Hipérbole 


i 
i 
i 
i 
i 
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Trago | Equação do Trago | ` do Traço 


` Deserição ` 
Esboço do Trago 


2 2 
Trago-xz Ae Hipérbole 
a e 
25 E Estes tragos estío delineados na Figura 14.65 em um 
EL. LL. Li Trago em conjunto de eixos coordenados. O eixo-z é o eixo do hiperbo- 
db g z=k ` Wée, 


Traço cm 


Tigura 14.65 


Hiperbolóide de duas folhas 
à (14.43) 


O traço no plano z = k paralelo ao plano-xy é 


que é uma elipse. Quando k aumenta passando por valores 
positivos, os comprimentos dos cixos da elipse também aumen- 
tam. 


Os tragos em planos x = k oti-y = k (isto é; em planos 
paralelos ao plano-yz ou ao plano-xz, respectivamente) são 
hipérboles (verifique!). : 


Os gráficos de 
2 A 2 
5 -5 taal e 


do hiperbolóide coincide com o eixa-x, Assim, o termo negativo 
nessas equações indica o eixo do hiperbolóide. - 


Damos a seguir um tipo diferente de hiperbolóide, 


278 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 14 


E » Deserigño” E 
Traço Equação do Traço do Traço "Esboço do Traço 
T 
Trago - xy Nenhuma Não há gráfico 
2 A 
M ot ice 

Trago - yz SC + pcm i Hipérbole 

Tiago azi ue Hipéitole:s: 
d yor Trago em 

yz 
oie do AZ ze 

a RH e E y 


N 


Trago em 
zz-k 


Figura 14.66 
Cone (14.44) 


A Figura 14.66 exibe estes tragos em um conjunto de eixos, 
onde também sc exibem tragos nos planos z= Ke ze —k pata k> c. 


(Verifique que estes tragos são elipses se a * b.) Os tragos em - 
planos paralelos ao plano-)z ou ao plano-xz são hipérboles: O: 


eixo-z é o eixo do hiperbolóide. 


“Tomando diferentes termos com o sinal “menos”, obtemos 
um hiperbolóide de duas folhas cujo eixo $0 eixo-x ou o eixo-y. 
(Que termos devem ser negativos?) 


Um cone (de duas folhas) pode ser encarado como um 
hiperbalóide degenerado obtido pela substituição de 1 por 0 em 
(14,42) ou (14.43). Isto nos dá a seguinte equação. 


. Conforme indicado no quadro abaixo, o traço-yz e o traço- 
xz são as retas z = +: (c/b)y ez = + (c/a)x, respectivamente. 
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. É Natureza 
` Trago Equação do Trago do Traço Esboço do Traço 
iz 
"Trago-xy Origem 
"Eraco-yz-- Duas.rotas que. 
Secotan: 
EC 
y 2 
Trago-xz --e0 Duas retas que 
e c se cortam 
Ay 


O traço em um plano z = k paralelo ao plano-xy. tem a 
equação 


logo, 6 uma elipse, Os tragos nos planos paralelos aos outros 
eixos coordenados são hipérboles. A Figura 14.67 é um esboço 
do gráfico. O eixo-z é o eixo do cone. 
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ai 
y 
H 
| 
i 


EN M dn y S DE apresentado na Figura 14,68, Note que o trago no plano-xy lem 
a M ut LL z por equação 
ER 20g 
y e, entáo, representa um par de setas que se E ercopta 
- origem. Este trago não é apresentado na Figura 14:68. 
D PU 
, y B Os dois próximos exemplos são casos espe 
i i fícies quádricas. 
E à i EXEMPLO 4 E 
e f | E / Figura 14.68 Esboce o gráfico de 16x? — 9y? + 362? = 144, e identifique a 
" SSC p superfície, 
: Figura 14.67 . pv SOLUÇÃO 
3 i Dividindo por 144 ambos os membros da equação, obtemos 
i O gráfico da próxima equação, para c positivo ou negativo, es H : x y de z 21 
¿um parabolóide, | 9 16 4 
ic T 
“a Paraboláide (14.45) | Si Os tragos nos planos coordenados são: 
q B Trago - |: Equação do. Yracó : | Descrição do Traço 
E O Exemplo 1 é um caso especial de (14.45) com ; Plano-ay E 1 .  Hipérbole 
P as b= c m l. Sec» 0,0 gráfico de (14.45) é análogo ao exibido 1 9 16 
ço na Figura 14.57; se, entretanto, a e b, então os traços nos planos li RP MEC 
ix z = k paralelos ao plano-xy são elipses em lugar de círculos. Se i Plano-yz E Hipérbole 
y c < 0, o parabolóide abre para baixo. O eixo-z é o eixo do i 4 16 
arabolóide. Os gráficos das equações b 
P E SS ! Pianosz x5 zb. Elipse 
Epia DI V. n i d 9*4^ 
dg? sp ` 
são parabolóides cujos cixos são o eixo-y e o eixo-x, respectiva- ] A Figura 14,69 exibe o gráfico, um hiper olóide de uma 
mente. Trocando o sinal de um dos termos do membro esquerdo i folha tendo como eixo o eixo-y. Os tragos em planos paralelos 
de (14.45), obtemos um parabolóide hiperbólico. S ao plano-xz são elipses, e os tragos em planos paralelos ao 
` i 


plana-xy ou ao plano-yz são hipérboles, 
Parabolólde hiperhólico 
(14.48) 


A Figura 14.68 mostra um parabolóide típico em forma de 
sela, para o caso c > 0. Obtém-se variações permutando-se x, y 
ezem(14.46).0 parabolóide hiperbólicoé asuperfície quádrica 
mais difícil de visualizar, e o traçado do seu gráfico exige 
considerável prática. Podem ser de utilidade traços do tipo 
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Figura 14,70 


16x? -0y* 3627 =144 


Figura 14.69 


EXEMPLO S 
Trace gráfico: det dr exe identifique:a:superfícic. 
SOLUÇÃO 


Os:traços:sãos: 

Tiago : Equação: do/Téagó: p do 
Planoxy y-x , Parábola 
Plano-yz Origem 
Planosz Amx Parábola 


O trago em um plano x = k paralelo ao plano-yz tem 
equação y^ + 42 = k, que é uma elipse se k > 0. Os traços nos 
planos paralelos ao plano-xz ou ao plano-xy são parábolas, A. 
superficie, um parabolóide de eixo coincidindo com o eixo-x, é 
apresentada na Figura 14.70. 


Obtém-se uma superficie de revolução fazendo-se uma 
curva plana C revolver em torno de uma reta (o eixo de revolu- 
cão) no plano. No que segue, C estará sempre em um plano 
coordenado e o eixo de revolução será um dos eixos coordena- 
dos. Utilizaremos o símbolo f (x, y) para uma expressão nas 
variáveis x e y. Neste caso, f (a, D) denota o número obtido 
substituindo-se x por « e y por b. Esta notação será novamente 
abordada no Capítulo 16, 


O gráfico da equação f(x, y) = 0 no plano-xy é uma curva 


C. (Interessa-nos aqui apenas o gráfico no plano-xy e não o, 
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d Figura 1471 C:f(x,y) - 0. 


gráfico tridimensional, que é um cilindro). Por simplicidade, 
suponhamos quex e y sejam náo-negativos para todos os pontos 
(x, y) em C, e denotemos por S a superfície obtida fazendo-se C 
revolver em tomo do eixo-y, conforme ilustrado na Figura 

14.71. Um ponto P(x, y, 2) está em 3 se e somente sc Q(x,, y, 0) 


C emSseesomente sef (YX + 27,7) = Q “Assim, para achar a 


eixo-x, a equação da superfície resultante se obtém substituin- 
do-se y por Vy” + z”. Para algumas curvas que contêm pontos 
(x, y) com x ou y negativo, pode-se estender a discussão prece- 
dente substituindo x por = VX F 2º ou y por + dei E 22. Se, 
como no próximo exemplo, x ou y aparece apenas em potências 
pares, então esta discussão se torna desnecessária, pois o radical 
desaparece quando se simplifica a equação. 


EXEMPLO 6: ` 
O. gráficode 9x74 4º = 36 gira em tomo do:eixoy. Achea 
equação-la-superfície resultante; - Bco E 


SOLUÇÃO: 
Achamos a equação da superfície substituindo? pora? 42^ o 
que dá 

DEE 


A superfície é um elipsdide de revolugáo, Dividindo ambos os 
membros por 36 e reagrupando os termos, oblemos 


4 + 9 + um 1 
. que é da forma em (14.41). 


Estudo análogo vale para curvas no plano-yz ou no plano- 
xz, Por exemplo, fazendo-se uma curva C do plano-xz girar em 
torno do cixo-z, podemos achar a equação da superfície resul- 
tante substituindo x por Vx? + y”. Se C pira em torno do eixo-x, 
substituímos z por V^ + z^. 


Finalmente, note que as equações das superfícies de revo- 
. lução se caracterizam pelo fato de duas das variáveis ocorrerem 
sempre em combinações como a? 4 y^ y^ + Z ou x 4 z^, 


"ett en C ex, = Vx? + z^. Consegüentemente, P(x; y, 2) está -. 


equação de S, substiluímos x na equação de C por E 
Analogamente, se o gráfico-de f (x, y) = 0 revolve em torno do: 
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EXERCÍCIOS 14.8 
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Exeres, 1-8: Esboce o gráfico do cilindro em um 
. sistema coordenado xyz. E 


1 rpg 2 Pedotó 
3 Ay (92 «36 4 dung 
8 Sage E 6 2-4y=0 

T -x= 3 xz-l 


Exerci, 9-20: Estabeleça a correspondência entre 

cada gráfico e uma das equações, 
d ? A 
EE 

A 25 * 9 * 4 i 


14 


16 


Ten saperne cttm 
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Exeres. 21-32: Trace o gráfico da superficie quádrica. 


Elipsóides 


Hiperholóide derma, folha. 
Ê 
nete Ant pa Er EM 


2 
24 () z «x -y! 51 mue? 


Hiperbolóidos de duas folhas 
a 2 
2592 AL pote 
4 mw 
2 y 2 
e E LE 
26 (a) 2 474 10 q 1 


Cones 


2 2 a 2 


EA 2 
Ree Qeon 


so% ¿Ea = D (e dir d 
Parabolóides 

zg 2. 
9y-rt 9 (OD hh 


2 A 
a É E a 
30 (a) z =x? + O gas 0 
Parabolóides tiperbólicos 
31 (a) z= y? OË 
Y o£. SZ Y 
nazg g Or 7-7 


Exercs, 33-46: Esboce o gráfico da equação em um ` 


sistema coordenado xyz, e identifique a superfície. 
33 162 -4y- Z2 4120 

34 Be A eZ 516 

35 369^ «2 

36 16% + 105^ — 25:2 = 400 


31-16 s dz 38 32-4 212 


| 
2 
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39 9 44y e Mirra, 
A zeg sa y =i 
43 4x-3y = 

48 y - 93 -2-9-0 
46 3&3 - 16? «92 D 
Exeres, 47-50: Grafe a superfície. 


44 2x 4y t 912 12 


47 z2iy'-3bd E 48 porem 


49 gigir 


fazendo-se o gráfico da equação revolver emtomo ap 
eixo indicado. 


St daf 


14 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


H , 
A 
29243877 y. 


Exeres, 51-56: Ache a UM superficie obtida ` 


55 Za = l; eixos 56 xz= 1; eixo-z 


d 


57 Embora costumemos usar a esfera como modelo 
da Terra, é necessário um modela mais preciso 
para pesquisar sua superficie. Me o elipsi- 
de de Clarke (1866), de equação (Ya?) + (e?) 
+ (Plc!) = 1 para a = b = 63782064 km e c = 
6356,5838 km para estabelecer as posições geo- 


gráficas de pontos de controle na rede geodética - 


X nacional dos EUA. 


(9 Explique sumariamente a diferença entre o 
elipsóide de Clarke e a representação esférica 
+ usual da superticie da Terra, 


(9) As. curvas de mesma latitude são otra jos em um 
go 
plano da forma z = k. Descreva-as. 


(c) As curvas de.mesma longitude (meridianos) 
' "sto tragos em um plano da forma y = Mx 
Descreva-as. 


Exeres. 120: 82 23i -j - be äs Sj- 2k, e € 
= + Ők, ache o vetor ou escalar. 


l3a-2b 2a «0-9 3: Lan 
HIMEN MEE 
7 O ángulo entreace Si 

8 Os ángulos entre a c os unitários i J; k. 

9 Um vetor unitário de mesma direção de a. 


$0 Um vetor de direção oposta á de a e módulo duas 
vezeso deb 


liaxb . $ GEO 
13 comp, a E M. comp, (b x [3] 
15 Qa) Gei 

17 (ax d) + (exa) 


16 (2a) x Qa) 

18 (axe)x(exa) 
19 O volume da caixa definida por a, b e e. 

20 A área do triángulo definido pora e b. 


21 Mostre que a = (4, 3, — 5) e b =(-1, 3, 1) são 
ortogonais. 


22 Uma forga constante de módulo de 18 Newtons 
` tem a mesma direção que o vetor a = 4i 7j 4k. 
` Seadistáncia 6 medida em metros, ache o trabalho 

realizado sco ponto de aplicação da força percorre 
- o segmento de P(1, 1, 1) 226, 5, 4). 


23 Dados os pontos A(5, -3, 2) e B(- 1, —4, 3), ache: 
GO (4, B) 
' (b) o ponto médio de AB 


(c) a equação da esfera de centro B e tangente ao 
plano-xz 


(d) a equação do plano por B paralelo ao plano-xz. 
(6) equações paramétricas da reta por A e B. 
(f) a equação do plano por A com vetor normal 
AB. 
24 Ache a equação do plano porÃ(O, 4, 9) e B(0,—3, 7) 
perpendicular ao plano-yz. 


28 Ache a equação do plano de intercepto-x 3, inter- 
cepto-y — 2 e infercepto-z 0. 


26 Ache as equações simétricas da reta dada por x = 
344t,y -2—-t,zz2t. 
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“27 Acheusequaçães páramétricas da reta de intersec- 


cão dos planos 2v+y+d2=8B0x+3y-2=1, 


28 Ache a equação do plano por P(1, 3, — 2) que é 


- paralelo ao plano Ze — dy + 3z =7. 


29 Ache a equação do plano por P(4, 1, 2) que tem o 


mesmo trago-yz que o plano 2x + 3y—42= 11. 


30 Ache a equação do cilindro de geratrizes paralelas 
a0 eixo-z e que tem como diretriz o círculo no 
plano-=xy com centro C(4, ~ 3, 0) e raio 5. 


31 Ache a equação do elipsóide de centro O, intorcep- 
tox8, intercepto-y 3 e intercepto-z 1. 


32 Acho a equação da superfície obtida pela revolu- 
são do gráfico da equagioz=x em torno do eixo-z. 


33 Dados os pontos PO, — 1, 1), QC 3, 2,0) e R(4,— 
5, 3), ache: 


(2) um vetor unitário normal ao plano determina- 
do por P, Oeit 


(b) a equação do plano por P,Q e R 


(c) equaçães paramétricas da reta por P paralela à 
rota por Qe R 


(4) OP - GR 
(e) o ingula entre DP - GR 
(9 a Zeen do triângulo POR 


{g} a distância de RA reta por Pe Q 
34 Ache os ángulos entre as duas retas 


x-3 ysí 23,411 6-y 2027 
Sei 8-9 73 a n 


35 Escreva equações paramétricas para cada uma das 
+ retas do Exercício 34. 


36 Determine se as seguintes retas se interceptam e, 
em caso afirmativo, ache o ponto de intersecção: 


se2+6 yait zodrk 
red ay yaZ-2 za 1-dv. 


37 Ache os ângulos entre as retas do Exercicio 36. 


38 Sea reta [tem equações paramétricas x= 2441, y= 
—1+3,7= St, ache a distância de A(3, 1, — Dat 


Exeves, 39-50: Esboce o gráfico da equação. 
39 3 ey! e 2 d+ 6y - Sz 10=0 

40 4y-32- 1550 
41 3x-Sy 22210 
43 9! t 42 236 
48 2-43 29-4! 
added 
49 x! - Ay! x dz 


d yaz +l 

A a?e dy 02-0 
DEE 
A8 x e 2y! e dz e 16 
50229-x!-y 


Je Capítulo 15 


MAKRON 
Hooks 


INTRODUÇÃO 


Os valores das funções consideradas até 
aqui são números reais. Neste capítulo intro- 
duziremos fungúes cujos valores são vetores. 
Exemplo de uma tal função coni valor veto 
rialéa velocidade, no instante t, de um objeto 
que se move no espaço. Na Seção 13 estuda- 
temos esta aplicação, bem como outros as- 
pectos da movimento, tais como aceleração e 

força centripeta. 


Definem-se os conceitos de limite, deriva- 
da e integral de funções com valores vetoriais 
aplicando-se às componentes dos vetores os 
métodos já estudados. Isto nos permite obter 
rapidamente propriedades análogas às esta- 
belecidas para funções nos Capítulos 3 e 5. 


Se uma fungáo com valores vetoriais é con- 
tínua, então os pontos terminais dos vetores 
definem, em seu contradomínio, uma curva em 
três dimensdes e, recipracamente, a cada curva 
corresponde uma função contínua com valores 
vetoriais, Esta correspondência biunfvoca é útil 
em aplicações que envolvem um ponto em 
movimento ao longo de uma curva, Em parti- 
cular, a derivada de uma função com valores 
vetoriais nos dá vetores tangentes a uma curva. 


Nas Seções 154 e 15,5 utilizamos funções 


FUNÇÕES COM VALORES VETORIAIS 


com valores vetoriais para definit curvatura — 
um conceito que permite determinar quanto 
uma curva se afasta da direção de sua tangente, 
Qu quanto muda de forma. A seção final contêm 
um surpreendente exemplo do uso de vetores 
nas demonstrações das leis de Kepler, As de- 
monstrações são dificeis e exigem multas pro- 
priedades dos vetores, O presente material deve 
ser lido cuidadosamente, com o objetiva de 
aquilatar o poder dos métodos vetoriais. 
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Cap. 15 Funções com valores vetoriais 29 


"45.1 FUNÇÕES COM VALORES VETORIAIS E CURVAS NO ESPAÇO 


SOLUÇÃO ? i 
Pela Definição (1.10), uma função é uma correspondência que (a) Fazendo £= Le t=3 na fórmula de r(f), obtemos i 
associa a cada elemento de seu domínio D exatamente mm o ap dcm 
T i 1)-2i- k = 
elemento de seu contradomínio E. Se os valores da função são ` . i )= 2-2] eer) = 4 +3] + 9k ij 
números reais, referimo-nos à fungáo como uma fungáo com E A Figura 15.2 exibe estes vetores. $75 
valores renis, ou função escalar. Estudaremos aseguir funções i (b) O quad E " A UB 
com valores vetoriais, denotadas por Y (ou.por); os valores - 1 a Ze E exibe os vetores r(f) que então em um. ^ (i 
dessas funções são vetores. ` REECH 
Eae “Plano que contém - |: Com onentezero .|. Valord l à 
D o Geet ponentezero .]. Valor er (i) ere c 
efinição (15.1) d OCH uo dE o or D e 
i Plano-xy componente-k t=0 r(0) 2 i—- 4j 
az ; $ "m , 3 
O contradomínio de r na Definição (15.1)-consiste em : Planoyz componente tal D EK itk 
todos os vetores possíveis vi, para t em D. Na Figura 15.1, o Planos P E 
P domínio D é um intervalo fechado; entretanto, D pode ser SS Sotaponentod fud 1(2) « 3i 4k 
T qualquer conjunto de números reais, Esbogamos também o 1-2 =-1+4k 
vetor posição de r(). No futuro, não faremos distinção entre o T 3 
vetor x(f) em V, e seu vetor posição OP. Assim, esboçar x(1) ` EXEMPLO 2 


Seja nt) = Q 40i C4 60] +G +30 tem R 
Como as três componentes de UD são determinadas uni- (a) Esboce r(0), r(1) e r@). 
pipe] vocamente para cada £ em D, podemos escrever S 


vo = fü) a0 Mk 


onde f, ge h são funções escalares com domínio D. Reciproc: 
mente, uma fórmula deste tipo: para (0) defineuma funçã 
lores vetoriais. Temos, pois, o seguinte: * - ` 


^ s) en 
O. significará esboçar OP. O ponto terminal P de OP é chamado 
T ponto terminal de r(). $ 
m 
^ D s É 


(b) Descreva graficamente o conjunto de todos os pontos ter- 
minais de r(). 


Figura 15.1 SOLUCÁO 


(a). Façamos f « 0, Le 2 na fórmula de r(f), como segue: - 


1(0) = 9 --4j+3k 


Teorema (15.2) TEE 


r(2)=1+8j] + 9 
Estes são os vetores OA, OB e OC da Figura 15.3. 


AQ, 3,1) 
EXEMPLO 1 : 


Seja rt) = (t+ + (6-4) + fk, tem R. 
(8) Esboce (D) er). Sr 


(b) Ache os vetores rG) que estão em um plano coordenádo. " Figura 15.2 
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AQ, -4, 3) 


Le 


=p 


Figura 15.3 


, (b) Se P(x y, z) é o ponto terminal de r(£), conforme indicado 


na Figura 15.3, então 
1294 y==d+61,2=3 +31 tem RR 


Pelo Teorema (14.34), estas são equações paramétricas da reta 
1 por A(9, — 4, 3) paralela ao vetor (^ 4, 6, 3). Como (- 4, 6, 3) 
corresponde a AB, vemos que os pontos terminais de 1(0, 
coincidem com a reta À 


Os pontos terminais de r(/) no Exemplo 2 determinam uma 
teta É em um sistema coordenado xyz. Em geral, os pontos 
terminais de 


(O =K + gO +AA 


onde as funções escalares f, g e ht são contínuas em um intervalo 
I, definem uma curva no espaço (ou simplesmente curva) — 
isto é, um conjunto C de ternos ordenados (f (), St, bn. O 
gráfico de C consiste em tados os pontos P( (0), (t), AO) em 
um sistema coordenado xyz que cortespondem aos ternos orde- 
nados. (Tal como no caso de duas dimensões, diz-se indiferen- 
temente gráfico de uma curva, ou curva.) As equações 


x=f0,y= 800,2 =h(9; tem? 


são equações paramétricas de C. C é uma curva parametri- 
zada e as equações constituem uma parametrização de C. A 
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Az 


PCR, 80,10) 


wr 


Figura 15.4 


Figura 15.5 


orientagio de Céa direção determinada pelos valores crescen- 
tes det. 


Definem-se as noções de pontas terminais, curva fecha- 
da e curva fechada simples exatamente como no casad 
curvas planas (ver Seção 13.1) Uma curva 1 C é suave se admite 
uma parametrização suave: x=f(0, y = eh z= hA) 5 co d 
f? g? eh! contínuas e não simultaneamente zero (isto é, 
simultaneamente zero para nenhum, o exceto possivelmênt 
extremidades. Uma curva suave não tem pontos angulosos, 
pontos de reversão nem interrupções. Define-se uma curva 
parcialmente suave tal como na Seção 13,1: 


Se vi = Ai + gO + bk, com f, g e fr contínuas em um 
intervalo f, então, conforme ilustrado na Figura 15.4, quando £ 
varia em /, a. extremidade de r(£) traça a curva C com parame- 
trização 


xzf()y- gi zz temi 


Referimo-nos a C como a curva definida por r(r). Na Seção 
15.3, utilizaremos esta representagio vetorial de C, tendo t como 
o tempo, para descrever o movimento de um ponto P no espaço. 


Uma cúbica reversa é uma curva com parametrização 
xat y s EEN 


onde a, b e e são constantes n&o-nulas. O caso especial a = 1, b 
=1ec=162 curva determinada por r(ġ no próximo exemplo. 


EXEMPLO 3 


Seja vU = å + £j Pls £2 0, Trace a curva C definida por 
e indique a orientação. 


SOLUÇÃO 


As equações paramétricas de C são 
TEEN 
Como x, y e z são não-negativos, C está no primeiro octante, 


Para visualizar o gráfico, eliminemos o parâmetro dus duas 
primeiras equações, obtendo y =x, Isto implica que todo = 
P(x, y;2) de C também pertence ao cilindro parabólico y = 


Eliminando o parámetro dex=te z = É, obtemos z = 2º, 
que éa equação de um cilindro de diretrizes paralelas ao eixo- e 
A curva C é a intersecção dos dois cilindros y =° e z = x, 
conforme exibido na Figura 15.5. E 


Cap. 15 


La 1 


(2,0, 5231) 


H 


Figura 15.6 


(a,0,0) 


Ge 


(0.055 


Em t = 0, o ponto terminal P(x, y, z) do vetor posição de 
E(£) € (0, 0, 0). Ao aumentar t, o ponto terminal traga a curva C, 
passando pelos pontos (1, 1, 1), (2, 4, 8), (3, 9, 27) etc. As setas 
na figura indicam a orientação de. C. Note que ) cresce mais 
rapidamenté do que x € z.cresce mais rapidamente do que y.. 
Assim; em t = 10, o ponto terminal do vetor posição é (10, 100, 
1000). . 


J EXEMPLO 4 Sejar() = a = cos fi + a sen rj + bik para tz De 
2) constantes positivas a e b. Trace a curva C determinada por té, 


im e indique a orientação. 


SOLUÇÃO As equações paramétricas de € são 


xcacost,ycasent; zz bt; te 0 


Eliminando o parâmetro nas.duas: primeiras equações: (ver: 


Exemplo 2 da Seção 13.1), obtemos ` 


xy 


Assim, todo ponto P(x; y, z) de-C está sobre o cilindro circular: o 


224 y el, Quando t varia de 0 a 2, o ponto P parte de (4; 0,0) 

ese move pata cima, fazendo ao mesmo tempo uma revolução 

em torno do cilindro, conforme Figura 15.6. Outros intervalos-£ 

de amplitude 2x resultam em partes semelhahtes da curva. As 
* setas indicam a orientacáo de C. 


A curva C.da Figura 15.6 é uma hélice circular.: 


Encarando V, como um subconjunto de V, que. consiste em 


todos os vetores cuja terceira componente é O, então r(ġ em. 


(15.2) pode ser escrito como 

r() =f Oi +e 
Neste caso, a curva definida por GU está no plano-xy. 
EXEMPLOS l i 
Seja rt) =24+ (8-200, -25152 


(a) Trace a curva C determinada porr(t), e indique a orienta- 
cão. ` 


(b) Trace r(9 para t = -2 -1,9, 2,2. 
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C40) 
Figura 15.7 


x39? on? 


SOLUÇÃO . 

(a) Acurva C está no plano-xy e admite a parametrização 
x=2,y=8-2P;-2sts2 

‘Eliminando o parâmetro, vemos que C está na parábola: 

B y =B- Xx), ou y=8- dx? 

Os valores —2 s é s 2 dão a parte da parábola compreendida 


entre (- 4, 0) e (4, 0) (ver Figura 15.7), onde as setas em C 
indicam a orientação. 


(b) Fazendot = —2, —1, 0, 2, 2 nafórmulade (2), obtemos: 
19) =-4 rei An 6j 


ua + H 1(2) 4 


r(0) = 8j 


A Figura 15.7 exibe estes vetores: 


EXEMPLO 6 

Seja ati) = (Et cos Qi + Ge sen dj Os £s 3 

(a) Trace a curva determinada por VU), e indique a orientação. 
(b) Esboce r(6). , 

SOLUÇÃO 

MA curva € está no plano-xy e tem equações paramétricas. 


zx-itosty-isntü0sts3m 


* Podemos admitir que tseja a medida em radianos de um ángulo-... 


Be escrevemos 
x «10 cos 8, y = 30 sen 0; 0 s B 5 3x 
Além disso, como. 


lg sen 9 . 
Y, 2 
PETET] tg 8 


“Ig cos O” 
decorre do Teorema (13.8) que podemos utilizar O para expres- 
sar (x, y) em coordenadas polares. Notemos em seguida que 

dry ie cos? 0 + 10* sen” 8 
= 16º (cos 8 + sen? 6) = ie 


Figura 15.8 


Teorema (15.3) 


P=¡P ou r=10 
(Note quer a — 10, porque r= ll 0.) 


O gráfico da equação polar r= 18,050 s 31 é a parte da 


espiral de Arquimedes ilustrada na Figura 15.8 (ver Exemplo 5, 


Seção 13.3). A orientação é a sentido anti-horário, conforme 
indicado pelas setas. 


(b) Substituindo £ por 6, obtemos 
1(6) = (3 cos 6)i + (3 sen 6)j = 2.91 - 0.8] 


etraçamos r(6) como na Figura 15.8. 


Podemos definir 9 comprimento de uma curva C em três 
dimensões exatamente como o fizemos para as curvas planas na 
Seção 13.1. 


O próximo resultado é análogo ao Teorema (13.5). 


Se uma curva C admite uma parajnetrização suave 


fo, y zgtzsh(astsb 


esec não se intercepta, exceto possivelmente em £a a e t= 
b, então o comprimento L de C é 


L ni VPE TOF FFO A 


p 
de 


po 


EXEMPLO 7 

Ache o comprimento L da hélice circular 
x=acosty=asent,z=bi;0sta2a 

SOLUÇÃO 


A hélice é a parte da curva da Figura 15,6 entre os pontos (a, O, 
0) e (a, 0, 2n b). Aplicando o Teorema (13.3), obtemos 
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La 


m 
af Ye 3 D dt 
H 


= 


af Ve arr e oer de 
t 


E 


ma Sen 1% + (a cos Or (bj. dt 


" 


n 


WEEN LU Se EC E 


, EXERCÍCIO 15.1 


Exercs, 1-8: (2) Trace os dois vetores indicados após 
a fórmula de r(7). (b) Trace, na musmo plano, a curva 
C determinada por r(1) e indique a orientação para os 
valores dados de 4, 


i r(9=34+(1-9ñy, 
(0), 10); tem R 
2 owns - nb e d. 
r(1 12s (20 
3 0=(é-Di+(é 2, 
MD, rQ)-2sts2 
4 1(9=(2+c05Ni- (3 - sin dj, 
FG, via 0 «1 s 2x. 
5 d)ss*0icQ—0iv(1 20k 
tC0,r(0)t2-1 
6 r()sti-3sen t +3 cos ik, 
r(0), 1(70/2); ¿20 
7 (0) =t+4c0s ij +9sin tk, 
E(0), (0/2); (2.0 
8 rs tan + sec rj +2k, 
1(0), r4); -/2 «t «1/2 


Exercs, 2-18: Trace a curva C definida por 1() e 
indique a orientação. 


9 (Quécosi+e senti; Osisa 
10 c(i) = 2 cosh di +3 senh d; tem 
11 r(9 2 die 28] 38s tem 


12 vn) = Pie Pj ils Osts4 


13 ËTT 
14 (0) s 6sen A + 4j +25 cos i; -2xs£s2x. 


tom R 


15 r} s (d dj + sen tk; tom D 
16 (s d - 26 + e'l; 
17 (9 -3sen(Di e (4— PP; Guias 


18 rs es pent: 


fem R 


Usis2a 


Exercs, 19-24; Ache o comprimento da curva para- 
mietrizada, ` 


19 1254, DEE 230% Hetz? 
HEET y=tsent, zu teost Ostisl 
2Lrsgdonst, pd, date 
22 x21 


y=dsend, zz4cosdG0xta2m 
21830,  y=ê, o 
2áxzi-20, y=4, 


28 Uma concho-espiral é uma čuva. C qui 
parametrização x =ae cost yaa 
zab etf tz 0, com a, be pt constantes. 


(a) mostre que € está no cone ed = b^(? + y^); 
(b) Trace C paraa sbs depant 


(c) Ache o comprimento de C correspondente ao 
intervalo-t [0, e), 


26 Uma curva tem a parametrização 
` X= A Sen f Sen a, y =bsentcosa, 
20660820, 


com a, b, c e œ constantes positivas. 


em ULTRIES 
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(a) Mostre que C está no elipsóide 28 Um retângulo pode ser transformado em um cilin- 

" S 2 dro unindo-se dois lados opostos e paralelos, A 

T E Easy figura mostra, à esquerda, um retângulo ABCD de 

de pre largura 2x, Une-se o lado AD ao lado BC, posicio- 

Mostre que C . nando-se então o ponto A em (1, 00) de modo a 

o) e EN EEN SE está em um plano Ke formar parte do cilindro 22 + y? = 1, ilustrado à 
direita. 


(c) Descreva S : 
e sehn C. (a) Se 1 é o segmento de A a outro ponto P no 


27 (a) Mostre que unta cúbica reversa x 2 al, y de, retângulo. e m é o coeficiente angular.de l, 
z= cf; t>0 intercepta um plano dado no má- mostre que, como curva traçada no cilindro, L 
ximo em trés pontos. admite a parametrizagio x = cos f, y = sen f, 
PEIUS n 
(b) Ache 9 comprimento da cúbica reversa x = Gl, E ; 
ys 3P, z= £ entre os pontos correspondentes (b) Usea parte (a) para mostrar quea curva traçada 
atzÜetzt no cilindro, com menor distáncia de (1, 0, 0) a 


outro ponto P, é uma hélice (ver Exemplo 4). 


18.2 LIMITES, DERIVADAS E INTEGRAIS 


Poderiamos definir o limite de uma função com valores vetoriais 
r utilizando o método €-5 análogo ao utilizado na Definição 
(2.4) (ver Exercício 41); todavia, cómo r(t) pode expressar-se 
em termos dei, j ek, onde as componentes são funções escalares 
fige h, é mais simples utilizar a definição seguinte. 
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ILUSTRAÇÃO... 


Assim, para achar lim r(A tomamos o limite de cada 


m 
componente de r(/). Podemos formular definição análoga a 
(15.4) para limites laterais. 


Figura:15.9 


Definição (15.5) 


lim a ro dl s 
fed, 12 tea 1^2 
=i 6p SK 
Se, em (15.4), 


lim O = ap Ii ga. € lim OR 


toa 
entáo 


lim: rt) = q d+ aj + ak, 


tea 


Füzendo'a asar vag Tak obtemos EN situação iu ilustrada na 
Figura 15.9; onde Cé curve definida: por r() e Oé 6-0 vetor 
posição de a. Quando£ endo para ajo. Fo ponto terminalP dex() 
tende;para A; isto €, x(/) tende: para: OA: 


Define-se a continuidade de uma Se vetorial r da 
mesma forma que no caso de uma função escalar. 


Segue-se que, se rG) = f (Di + SOU + AU, então r € 


. contínua em a se e somente se f, g e h são continuas ema. A 


` Definição (15.6) 


continuidade em um intervalo é definida na forma usual, 


função com valor 
y etoriais r* definida por 


Soja ult 
a função 


“para todo ttal qi mite exista; 


Escrevendo 
m vi o r(t + AD — d 
A it A0 — KO] Ae 


EH 
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R Teorema (15.7) 


SAfPRAI 


então a Definição (15,6) toma a forma familiar das derivadas de 
funções escalares introduzidas no Capítulo 3. 


O próximo teorema afirma que, para achar v" (r), devemos 
diferenciar cada componente de r). ` 


DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (15.6) `. 


vin = lim 112008 


A0 


aig Ani stt ADİ biz Ge Oie g(0j + kO 


A8 


A zKD, ADD,  h(tr AD > 
slim KE KD, , ter 2 KOELE m SCH 


da 


Tomando o limite de cada componente, chegamos à conclusáo 
do teorema. 


Se CU) existe, dizemos que y é diferenciável em t, Deno- 

tamos também as derivadas como segue: 
YO = Dr) Zei 
E de 

Podem-se obter derivadas de ordem superior de maneira 

análoga, Pot exemplo, se f, g e h têm derivadas segundas, então 
. P(A =f g (0j rh Pk 

EXEMPLO 1 
Seja vip = (la Dire + Pl 
(a) Ache o domínio de y e determine onde r é contínua, | 
(b) Acher'()er (0. 
SOLUCÁO 


(a) Como la não é definida se! =, odominioderéo conjunto 
de números reais positivos. Além disso, r é contínua em todo 
seu domínio, pois cada componente define uma função contínua. 


Cap. 15 Funções com valores vetoriois 301 


(b) Aplicando o Teorema (15.7), temos 


ER H - 3e} + dk 


MO) a EI + 90 + 2k. 


O próximo teorema relaciona fórmulas de diferenciação 
para fanções com valores vetoriais, Note a semelhanca cóm as 
fórmulas escalares correspondentes. 


Teorema (15.8) 


= wà) +Y) S 

: Gitt = M Ces 

qu) ER voj= a, ef GI v() 

(Mj Dis v] eu x) ew Q7 


DEMONSTRAÇÃO 
Provaremos (iii), deixando as outras partes como exercício, Sejam 
OBS RO LIXO ES RO 2D 
HD = (Di gi + gt 


onde cada função escalar f, e g, é uma fun 
t, Pela definição de produto escalar 


vi v() AOLO +AA 9 f (08,0 = J f 06,0) 


D * 1 
Coiseqüentemente 
E 3 
D,[u() vB) 2 D, Y f, (0 e, CO SC DI ( 2, (1 
AA) 


ket 


S A PAC PANO RS ALOE (001 


= Eno 4 + » Posa 
e cud) er WI f 


EES 
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AZ 


€ 


SN 


Figura 1510 ` 


Go 
eg 


Para obter uma interpretação geométrica da derivada r"(f) | 


na Definição (15.6), consideremos 


x) =F (1 + gO +H(0k, 


onde f, g e h são funções (escalares) diferenciáveis, e seja Ca: 
curva determinada por r(). Conforme Figura 15.101), se OP e - 


O correspondem a r() e r(t + Ai, respectivamente, então , 
Bj = OQ — OP corresponde a rG + AN -r() 

Logo, para qualquer real At diferente de zero, 
17 E? An 
Ar PQ comesponde a "m it + 49 — të 

Se At > 0, então (1/4)BD' é um vetor PR de mesma direção 


que. PO”. Além disso, sf < Af < 1, então (1/49) > 1 e 
Ia > ICH. conforme itustrado-na Figura 15.106). 


¿ly 


42 


. Fazendo At > Or, Q se aproxima de P ao longo de C, e 
como PR está sobre a secante por P e Q, o vetor PR deve 
aproximar-se de um vetor que esteja na tangente a C em P. 
Discussão análoga vale se At < Q. Por esta razão, referimo-nos 
a (8 ou a qualquer de suas representações geométricas, como 
um vetor tangente a C em P. Representarentos P(Q sempre por 
um vetor com ponto inicial P sobre a curva C, conforme exibido 
na Figura 15.10 (i). O vetor CU aponta na direção determina- 
de pela orientação de C. Por definição, a reta tangente a C em 
P éa reta por P paralela a (D. 


No caso bidimensional r(A PU + g(0j, o vetor tangente é 


A0 - fis gi 
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Se PU « 0, então o coeficiente angular da reta por P paralela a 
PO E g (f (0 (ver Figura 15.11). Isto está de acordo com a 
fórmula no Teorema (13,3) obtida para tangentes a curvas 
planas. 


' EXEMPLO 2 
| Sejar()) «26 + (6— 44-2183. 


(a) Como r(f) está em Vy utilizaremos um planowy. As equa- 
ções paramétricas de C são 


p=My=Ê-4-2sts3 
Eliminando o parâmetro, vemos que C está sobre a parábola 


ETC EE 


Os valores - 2:5 £s 3 nos dãoa parte da parábola entre (- 4,0) 
e (6, 5) esbogada na Figura 15.12, na qual a orientação é da 
esquerda para a direita, 


(b) Diferenciando r()) = 24 + (F 4), temos 
r() =21+24 


. Fazendo t = 1 nas fórmulas de x(9 e CO), obtemos 


x(1) s 2i - 3j) 2 20-2 


Como dissemos, representaremos sempre CU graficamente 


tomando o ponto inicial como o ponto C que corresponde a t... 
` Assim, na Figura 15.12, o ponto inicial de r'(1) $0 ponto P(2;: 


= 3) que corresponde a  = 1. Como r'(1)- 2i + 2j, o ponto 
terminal de r"(1) 6 (2+2, (-3), 0u (4, - 1). Note que r'(1)aponta 
na direção determinada pela orientação de C. 


EXEMPLO 3 
Seja Ca curva de equações paramétricas 
" 2=(y=8 z= x0 ` 


Obtenha equações paramétricas da tangente a C no ponto 
correspondente a f= 2. 


(8). Traceacurva C determinada porr(/) e indique a orientação. : 
(b) Ache CU e esboce1(1) ex'(1). 

x = 
SOLUGAO 
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Figura 15.13 


Teorema (15.9) 


SOLUÇÃO 
A curva C é determinada por 
x() =4+ EN t20 


e é a cúbica reversa do Exemplo 3 da Seção 15.1 (ver Figura 
15.5). Pelo que já vimos, um vetor tangente a C no ponto 
correspondente a é é 


YO =i+2 + 3Pk 


Em particular, o ponto de C correspondente a t= 2 é e 48)e 
a vetor tangente é 


PO) =i+4j + 12k 


Pelo Teorema (14.34), as equacóes paramétricas da tan- 
Bente correspondente sáo 


x=2+1y=4+42=8+ 12 temR 


Se r é diforenciável e se o módulo de v(/) é constante, 
digamos Dall = c para algum c, então a curva C definida por 
x(t) está sobre uma esfera de raio c e centro em O, conforme 
Figura 15.13. A intuição geométrica nos diz que o vetor tangente 
w(i em um ponto arbitrário P de C é ortogonal ao vetor dis) de 
O a P. Provaremos isto a seguir, 


i jável é e koli é Constante, entã d 
r() para todo: tüo dómfnio der. 


Ro E é 


DEMONSTRAÇÃO 
Se kl = e para alguma constante c, então 
ORO oe e 

e, portanto, 

Dix) vil 2 D, c 
Com o Teorema (15.8) (iii), obtemos 

KORKOREXOR OEL] 
ou. Aro 19] =0 
Logo, pelo Teorema (14.21), r(() e v'(/) são ortogonais. 


As integrais definidas de funções vetoriais podem definir- 
se cono segue. 
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Definigáo (18.10) 


Teorema (15.11) 


Seja GO = f (Di + gO + AOK, com ge Feios em 
z bi. A integral definida de rdegabé .- 


próximo resultado é é SH 20 teorema Seet ES cál 


Se RO é uma Tha de KO em fa, bj, então ` ! 


EXEMPLO 4 
2 
Calcule f vi dt se id 1281 + 4j + Da Ly". 
E i " A 


SOLUCÁO 


Determinando uma antiderivada para cada componente de ON 
obtemos 


RG) =3di+ 2e} + la (t+ Dk 
Como RYO =r(0), decore do Teorema (15. nu que 


f r(t) de = RQ) — RO) 


= (481 + Zeil + ln 3k) — (( 
= 48i 4 Ae — Dj fn 3 


A teoria das integrais indefinidas de funções vetoriais é 
análoga à desenvolvida no Capítulo 5 para funções reais. As 
demonstrações dos teoremas exigem apenas modificações se- 
cundárias, sendo, assim, omitidas. Se R(/) é uma antiderivada 
de r(¿), então toda antiderivada de r(2) tem a forma R() + c para 
algum vetor constante c; escrevemos 


[i0 de = RG a e onde RA) = ai 
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EXERCÍCIOS 15.2 


Exercs. 1-8: Ache o domínio de r. (6) Ache (4) e 
em ? 


1 = VITA + VETT} 


2 ais 34 3 x()etgtie (P8) 


4 ii d'Vanmesend 5 äre 3k 
6 vii, Vi ET tek 

T vii diir ej ek 

8 r()e-In(1-2i 3 sen + Ok 

Exercs. 9-16;-(a) Esboce, no plano-xp, a cutva de-.- 
terminada por r(£) e indique a orientação. (b) Ache 
x' (0 e trace dü e Go para o valor indicado de ¿. 

9 GEET t=2 

10 r() s e" e c5; t=0 

1 gü-doegzisent t=3m4- 


12 v() = 2 seci +3 tg tj; t= sdh, y] «202 
13 ve Pi 05; t=1,1>0 

1 rf) s Pi Pj ts-i 
i5r)eQi-ijs(a-n t=3 

16 v) 25i Pj: t=2 


Exexes, 17-20: A curva C é dada parametricamente, 
Ache equações paramétricas da tangente a C em P, 


17 x=22-1, yz-58*3, 228042, PU, - 2,10) 
18x-4Vf, y=é-10, z=4/ P(8,6,1) 
DESEN y=te, ELITS DE 


20 x=tsent,  y-tcost. zt ` PQU20,nD) 


Exercs, 21-22: A curva C é dada parametricamente. 
Ache dois vetores unitários tangentes a C em P. 


Ax pue" is +4,P(1,1,4) 
22 x=seni+2, y = cost,2=1, P(2, 1,0) 


23 Ref. Exercício 25, Seção 15,1, Mostre que a con- 
cho-espital tem a propriedade especial de que o 
ángulo de com o vetor tangente CO constante, 


- 35 x=é, bast, 


24 A hélice geral € uma curva cuja tangente faz 
ángulo constante com um vetor unitário fixo u. 
Mostre que a curva parametrizada por x = 3t — P, 

yz a6 2=30+ 0 tom Ré uma hélice geral, 
determinando um vetor apropriado u. 


25 Um ponto se move em uma curva C de modo que 


o vetor posição r(f) de P é igual ao vetor tangente : > 


vip para todo t. Ache equações paramétricas de 
Cetrace o gráfico. 


26 Um ponto se move sobre uma curva C de modo 
que o vetor posição rt e o vetor tangente rt) 
sejam sempre ortogonais. Prove que C está sobre 
uma esfera de centro na origem. (Sugestão: Mos- 
tre que DJ = 0.) 


: Exerci. 27-30: Calcule a integral: 


2 
WE J, (GP — ag + 3k) de 


2 Si + Si — 37k) dt 
aa 
ai 
af (sen & — cos fj + tg Ik) de 
v 


30. É Lei + Vi e (P e rig dt 
Exeres. 31-34; Calcule r(£) sujeito às condições dadas. 
31 ei Fi (6r 1j 8k, - 
i r(0)=21-3} +k 
32.v'() = 2i - AP) 46 VE, 
HO) de Sj+3k 
33 (Q = Gti 1285 + & 


PO=i+ 2j -3k r(0)=7+k . 


34 1" (0) = 6 3j. 

r'(0) 24i -j +k, r(0) - 5j 
Exercs. 35-36: Se uma curva C tem vetor tangente 8 
em um ponto P, então o plano normal a C em P éo 
plano por P com vetor normal a, Ache a equação do 
plano normal à curva dada em P. 
“as Ê+4; PO, DI 


Fisenty=fcost z= P(n/2, 0, 1/2) 


36x 


Vin AA A A n 
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` Exercs, 37-38: Ache D. fu() - vote D, (GE 


37 wt) e ti Pj Pk, Y) = sen i + cos ij 2:sen tk 
38 u()=2 +6 € P v) e eek 


39 Seu e y-s30 funções vetoriais que têm limites. 
quando t — a, prove: 


(2) im fal) + vil = Jim 10) + lim vi. 
ts tea tra 

(b) lim [u(9 - v()) = lim u() > lim (o) 
ded toa ta 

(c) lim cul) = c lim vii, onde céum escalor. 


49 Se uma função escalar f e uma função vetorial u 
têm limites quando t — a, prove que 


Tim: fut, => [ lim: O ] [ tim ut) ] 
4-80 bra: tagi 
41 Prove que Tim u(i = b se e somente se, para todo 
tr B 


ce: : 
E>0, existe um 8» O tal que fu(r) H <Esempre 


que O < |r = a] <:ó. Descreva:graficamonte.este + 


resultado: . 

42 Séuc v têm limites quando -> a; prove que ` 
lim fut) x vil = [ lim ui ] x [ tim vii | 
m . toa toa 

Exercs, 43-44; Se u e y são diforenciáveis, prove as 

regras para derivadas: 

43 D D vil ew (e vm 


15.3 MOVIMENTO 


46 Se fe u são diferenciáveis com domínios conve- 


O movimento se verifica em geral em um plano, Assim é ong, ` 


44 D [u() x v(0] = u() x v) us Yo PU 
45 Se fe u são diferenciáveis, prove que 


DOU] Tiet e P Oe 


` nientemente restritos; prove a regra da cadeia 
OOO) 
47 Seu, y e w são diferenciáveis, prove que  : 


Dat : v) x wi = ët v0 x vt] 


+ Pulo vt) wt 
+ bat - v) x wi) 
48 Se vi e u" (D existem, prove que fi 


D fuf) x e^] = fl sr, 


49 Seu e v sáointegráveis em [a, b] e c é um escalar, 
prove: 


(f puto vat - f DT Í v() dt 


of cult) dt m ef af) dt 


50 Seu éintegrável em [a, b] e c pertence a V, prove 
- que 


foma fa 


e a 
wu é 


A 
ES 

+ porexemplo, embora a Terra se mova no espaço, sua órbita jaz Kë 
em um plano, (Isto será provado na Seção 15.6). Para estudar o bai 
movimento de um ponto P em um plano coordenado, é essencial bol 
conhecer sua posição (x, y) atodo instante, Como de hábito, para & 1 


objetos em movimento suporemos que sua massa esteja concen- 


trada em P. Sejam as coordenadas de P dadas pelas equações 
paramétricas 


x=f0,y=80 
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EK 


com ¿em um intervalo 7. Fazendo 


v) - Oi « ei 


entáo, quando t varia em L a extremidade de t(/) descreve a 
trajetória C do ponto. Chamamos r(/) o vetor posigáo de P. 
Conforme Figura 15.14, representamos ` 


WR 


como um vetor tangente a C com ponto inicial P. O vetor CO 
aponta na directio dos valores crescentes de £ e tem. mádulo 


teol- POT * (OF 


Seja tum número en, e seja P0 ponto C correspondente 
a t (ver Figura 15.14). Se C é suave, então, pelo Teorema (13.5), 
o comprimento de arco s(/) de C de P,aPé 


H ES ! 
a [PURA EO A = joia 
sò = f AFOF+ dt = f WOR de 
Aplicando o Teorema (5,35), obtemos 
i 
D, 150] = D, f, rat de = ki 
d 
Assim, |o] é a taxa de variação do comprimento de arco em 
relação ao tempo. Por esta razão chamamos [[r'())| módulo da 


velocidade do ponto. O vetor tangente r'(t) se define com a 
valocidade vetorial do ponto P no instante £, e o vetor TI éa 


aceleração de P. Tal como no caso de r'(£), representaremos ` 


v" (r) graficamente por um vetor com ponto inicial P. Na maioria 
dos casos, CT está dirigido paca o lado côncavo de C, confor- 
me ilustrado na Figura 15.14. à 


A próxima definição resume o assunto e introduz os sin- 
bolos v e a para a velocidade e a aceleração. . 


^ 
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Definigáo (18.12) 


Set et d yj ÉIER + SCH, o vetor posição de um ponto 
- P(x, y) em movimento enrum plana-x, onde £é o tempo e 
fe g têm derivadas primeira e segunda. A velocidade 
vetorial;a velocidade é a aceleração de P instante 


EXEMPLO 1 

O vetor posição de um ponto P que se move cm um plano-xy é 
rO=(P+8i+éj,05tx2 

(a) Ache a velocidade e a aceleração de P no instante 4 

(b) Esbocea trajetória C do ponto, juntamente com v(1) e a(1). 

SOLUGAO 

(a) A velocidade e a aceleração são 


vo sre QU Du IB ea( = 


0 0,5 1 15 2 
0 075 a 37 . 6 
D 0,125 1 3375 8 


Marcando os pontos e levando em conta a continuidade dos compo- 
nentes escalares de r(/), obtemos o esboço de C na Figura 15.15. 
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Em £z 1, 0 ponto está em P(2, 1) com 
2r)s3ie3i 2-206 
P3). v(1) =(1) 23i 3jen(1) = 170) 221 € 6j 


A Figura 15.15 ilustra esses vetores. 


ARO + 


x EXEMPLO 2 


uma velocidade constante v, o vetor aceleração tem módulo 
ba constante v/k e é dirigido de P para o centro do círculo. 


Figura 15.16 SOLUCÁO 


Suponhamos que o centro do círculo seja a origem O em um 
plano-xy, e que a orientação seja anti-horária. Suponhamos 


ainda que, no instante t = 0, o ponto P esteja em A(k, 0) e que 8 - 
scjá o ângulo gerado por:OP:após:t- unidades:de:tempo; (ver > 


Figura 15.16). Como P percorre o: círculo conx.velocidade 


constante, a taxa de variação de Dem relação a t (a velocidade. 


angular) é uma constante qo Assim, 


do S 
a 7 ou dO ood 


A integração dá 
Toe-Tedang- re 
para alguma constante €. Como 8 = 0 quando £= 0, vemos que 
€: 0, isto é, 8 = «x. Assim, as coordenadas (x, y) de P são 
x=kcos ty y = ksenot E 
co vetor pasição de P é 
r(9 = k cos coti + ksen oij 
Ay Conseqiientemente, i 
«(9 2 1() =- eksen od + wen oj 
a(d = x" (i) « — ak eos wti — wk sen orj 


e entáo 


" 
d a(f) - — wk cos wti + k sen oi =~ rf). 


Isto mostra que a direção do vetor aceleração a(£) é oposta à de 
rä e, assim, a(f) está dirigido de P para O, conforme Figura 
Figura 15.17 15.17, que. também apresenta o vetor velocidade v(i). 
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Mostre que, se um ponto P se move em um círculo de raio ka ` 


O módulo de a(f) é 
lol = ero] = 04 reg] =" 
que é uma constante. Além disso, 


DÉNG = VC Oky sen ot + (Ok) cos oi = Vok = ok 


e, então, = v/k. A substituição na fórmula Dat = wk nos dá : 


o módulo constante.: > 


GE 


. Ovetor aceleração a(f) no Exemplo 2 é chamado vetor de 
aceleração centrípeta, e a força que produz a(f) é uma força 
centrípeta.: Note que o módulo ja(f)] = v'/f aumenta se aumen- 


tarmos vou reduzimos k, fato evidente para quem quer que tenha: 


amarrado um objeto à.ponta de uma corda, fazendo-a, girar 
segundo uma trajetória circular. É 


Nosso estudo do movimento pode estender-se a um ponto ` 
P que se:move-em- um sistema: coordenado tridimensional. + 
Suponhamos que as:coordenadas de P no instante t sejam (f (D)... 
SC, Mm, com f, g, h definidas em um intervalo 7. O vetor ` 


posição de P é ; 
o äs Ft reit hk 


„Ao variar £, 0 ponto terminal P de r(£) descreve a trajetória. Tal 


cómo na Definição (15.12), a derivada r"(/), se existe, é o vetor.- 

velocidade v(/) no instante £e é um vetor tangente a C em P, O... 

vetor R(8) HI é a aceleração no instante t. v(t) é o módulo: 
` Jiv(O [| da velocidade e, como no caso de duas dimensões, é igual 
, Ataxade variação do comprimento de arco em relação ao tempo... 


EXEMPLO 3 


O vetor posição de P é (9) = 2t + 30 + Pk, 0sts2. Achea 
velocidade e a aceleração de P no instante t. Esboce a trajetória 
de P e exiba v(1) e a(1). 


SOLUÇÃO `. 
A velocidade e a aceleração são 
vÐ =P (9 =21+ 6t + 3Pk e af) = r) = 6] + 6tk. 
Emt=1, o ponto está em P(2,3, 1) e 
v(1) = 2i + 6j +3k e a(1) = 6j + 6k. 
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Figura 15,18 


Figura 15.19 


Segunda tei de movimento de 
Newton (15.13) 


A Figura 15.18 mostra estes vetores e a trajetória do ponto. A 
trajetória é uma cúbica reversa (ver Exemplo 3 e Exercício 27 
da Seção 15.1). 


No estudo do torque no fim da Seção 14.4, vimos que o 
produto vetorial de vetores é utilizado na investigação do movi- 
mento rotacional, O exemplo seguinte é outra ilustração do fato. 


EXEMPLO 4 


Um ponto P gira em torno do eixo-z em um círculo de raio k 
situado em um plano z= A, conforme Figura 15,19, A velocidade 
angular d0/dt é uma constante o. O vetor w = ok dirigido 
segundo o eixo-z e com módulo a é a velocidade angular de 
P. Mostre que a velocidade v(7) de P é o produto vetorial de o 
e do vetor posição r(t) de P. 


SOLUÇÃO 


Estendendo o Exemplo 2 a três dimensões, vemos que o movi- 
mento de P é dado por 


1() = k cos xd + k sen ou] + Akk 
Aplicando a definição de produto vetorial, temos 
i i k 
€ x) 0 0 o 
de cos ot. k sen ot h 


= -ok sen ori + wk cos oj = rio) = v() 


A lei seguinte é utilizada com frequência no estudo de 
objetos em movimento, 


A força Y F qué atua sobre um obj to de massa constánte” n 
tá relacionáda coma acelera ado objeto como segle: 


Fama 


No próximo exemplo aplicaremos (15.13) para determinar 
a posição de um objeto que se move próximo à superfície da 
Terra apenas sob a influência da gravidade, isto é, desprezam-se 
a resistência do ar e outras forças que poderiam afetar a acele- 
ração. Admitiremos também que o solo é plano e que a curvatura 
da terra não influi na trajetória do objeto. 
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ay 
P(s,y) 
Ya ' g 
(0,49) WM 
o 
Figura 15.20 


- SOLUÇÃO 


EXEMPLO 5 


Lança-se um projétil, com velocidade inicial v;, de um ponto Jig 
metros acima do solo. Se a única força que atua sobre o projétil 
é causada pela aceleração gravitacional g, determine sua posição 
após £ segundos, ` 


Introduzamos um plano-xy, conforme Figura 15:20, o: 
Zo ponto de onde o projétil é lançado. Denotemos por PG, » à 
posição do projétil após é segundos, e seja r(£) o vetor posição 
de P. Como g atua na direção para baixo, 


£=-8 ellell = g=9,8 m sec 


Pela segunda lei de Newton (15.13), F = ma, onde a é a 
aceleração do projétil. Na situação presente, ma = nig, ou a = gr, 
o que conduz à equação diferencial vetorial. 


iUo-g 
A integracáo indefinida dá 
v()ztgtc 


para algum vetor constante c, Como OO) é a velocidado na 
instante t, 


vas (0) m ec 
e então (À =g + Yg 
Por integração indefinida, 


ng = Äer bt d 


para algum vetor constante d. Como 1(0) = / 
(15.20), segue-se que d = Aij. Consegitentemente 


1) = 348 + EE 
Como g =~ gj, podemos também escrever 


e(O = (irg hg) er, 


EXEMPLO 6 


Suponhamos, no Exemplo 5, que o projétil seja lançado de O e 
que a vetor velocidade inicial v, faça um ângulo o com a 
horizontal. 


NEAR 
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Wé (a) Escreva equações paramétricas e uma equagño em x e y para Utilizando a segunda equação paramétrica da parte (a). obtemos 
a trajetória do projétil. a distância d(O, D) de O a D: 


Zu, sen oO vi sen Za 
T dn 


Em particular; o alcance do projétil atingirá seu valor máximo Pu 
Vi/gsesen 2o = 1 ou q = 45º, 


P(x,y) 


(b) Ache o alcance do projétil — isto é, a distância horizontal 
que ele percorre antes de atingir o solo. Qual o alcance máximo? 


(c) Ache a altitude máxima alcançada pelo projétil. ::. + 
: SOLUÇÃO ^" 


EA 


Figura 15,21 


(a) A Figura 15.21 ilustra este caso especial no Exempla 5. Um 


(c) Diferenciando r(£) (ver (a); obtemos o vetor velocidade 
vetor unitário u de mesma direção que v, é 


vis CU = (v, cos aJi (7 gt + v, sen OH 
Na altitude máxima, este vetor tangente à trajetória do projétil. . i 
é horizontal, isto 6, o componente-j é zero. Isto nos dá i 
t = (vy sen OS. Podemos também chegar a este resultado to- 


mando a metade do tempo necessário para o projétil alcangar D. - 
Levando:este: valor-de-t'na equação paramétrica: de: y obtida: na: 


uz cos ai + sen aj 


Assim, se [Jyg]] = vy então v, + vn = (5, cos ei + (1 sen ol, 


Aplicando a fórmula de r(r) obtida no Exemplo 5 com /n = 0, 
obtemos: 


i GS El e dv cos: o (o sem air: 
= ra cos: of + (Tg An sen ay. 
Logo,as equações paramétricas da trajetória do;projétil são: 
x = (v cos a), y e ig? + (v, sen ak 


Eliminando o parâmetro chegamos à seguinte equação em 
coordenadas retangulares: 


uL. : 
Y 2v3 cos? «^ * (g oe 


Isto mostra que a trajetória dó projétil é parabólica. 


(b) Para achar o alcance do projétil, devemos determinar o ~ 
ponto. D na Figura 15.21 em que ele toca o solo: Como a: 


coordenada-y de D € 0, façamos y = O na segunda equação 
paramétrica da parte (a) e fatoremos, obtendo 


(¿gt + v, sen a) = 0 
Assim, ou 
t=0 ou -igt + v sena =0 
Segue-se que o projétil está em O se t =0 e em D se 


" 2v, sen c 
38! = Vo SR O, OU. e mrm 


` parte (a) obtemos: 


1 


d 


28 
EXERCÍCIOS 15:3: - 


v sen 


d 


Zeen? 
yasema) Geo 


"e Sen al 


Exeres. 1-3: seja r(f) o vetor posição de um ponto 
móvel P. Esboce a trajetória C de P juntamente com 
v(i) e aft) para o valor dado de f. 


1 M)=20+(42 +1): NEE 
i x0 «(4-9 38; ETE 

3 r() =send+4 cos 24; tanb ` 
4 Vize A+ 2sen tj; t= Zelt 
5 1 =cos d + sen ij + tk; me 
6 rs4snüs2gs9cosfh; ` ER 
7 H= j+ De qui 
SH) fe tz 


Exeres, 9-16: Se vi é o vetor posição de um ponto 
móvel P, ache a velocidade, a aceleração e o módulo 
da velocidade no instante dado t. 


3. 
t1” 
30 (0) VEI e Go VO Le d 
H (hadie t=0 


9 DEG fe 3 


321072846]; m 
33 1(0) « e'(cos id + send + k); re sti 
34 1() ee d+ sen d + dt); m 
A5: E (Le Di + Z+ (2430k; (ei 
16 x() 220 +j +98 122 


17 Se um ponto se move com velocidade constante, 
prove que os vetores velocidades e aceleração são 
ortogonais. (Sugestão: Ver Teorema (15.9). 


18 Se a aceleração de um ponto móvel é sempre 0, 
prove que o movimento se processa ao longo de 
umareta. 


Exercs, 19-20; Resolva, utilizando os resultados do 
Exemplo 2 e 6.300 quilômetros pára o raio da Terra, 


19 Um foguete está em órbita circuler a 240 quilómetros 


acima da superfície da Terra, Aproxime: (a)sua velo- ` 


cidade, (b) o tempo necessário para uma revolução, 


20 Um satélite está em órbita circular. Se o tempo 
necessário para uma revolução € 88 minutos, apro- 
xime a altitude do satélite. 
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Exercs. 21-24: Resolva, usando os resultados do 
Exemplo 5. 


21 Um projétil é lançado do sola com velocidade 
inicial de 456 m/s e ângulo de elevação de 30% 
Determine: 


(a) a velocidade no instante £ 

(b) a altitude máxima 

(c) o denne 

(d) a velocidade com que o projétil ainge o solo 


22 Faça o Exercício 24 para um ángulo de elevação 
de 60º... 


23 Um jogador de beisebol langa a bola a uma distán- 
cia de 100 metros. Sea bola é liberada a um ângulo 
de 45" com a horizontal, ache sua velocidade 
inicial. 

24 Um projétil é lançado horizontalmente com uma 
velocidade de 550 nus, de uma altura de 300 
metros acima do solo. Quando atingirá o sola? 


28 Para testar a capacidade de resistir a forgas-G, um 
astronauta é colocada na extremidade de um dis- 
positivo centrífugo (ver figura) que gira a uma 
velocidade angular o. Sc o braço tem 9 metros de 
comprimento, ache o número de revoluções por 
segundo que resulte em uma aceleração oito vezes 
a da gravidade g, (Use Il 9,8 m/s”) 


26 As órbitas da Terra, de Vénus e de Netuno são 
quase circulares. Com as informações abaixo, es- 


time a velocidade (média) de cada planeta, a me- 


nos de 0,1 km/s. 


E Período | Distância do sai 
- Planeta | (dias) ` (10 km) 
Terra 365,3 149,6 
Vênus | 224,7 108,2 
Netuno | 60,188 4498 


27 Um satélite se move em órbita circular em torno 
da Tercá à uma distância de d quilômetros da 
superfície da Terra, A magnitude da força de 
atração Y entre o satélite e a Terra é 


mM 
(R + dy 


{ell = 6 


ondem éa massa do satélite, M é a massa da Terra, 
R £o raio da Terra e G é uma constante gravita- 
cional. Use os resultados do Exemplo 2 para esta- 
belecer a terceira lei de Kepler para órbitas 
circulares: 

2 mê y 

DEA dy 

onde Té o período do satélite. (Sugestão: Dél 
também é dada por ze) 


28 Ref. Exercicio 27. Se o período de um satélite é 
medido em dias, a terceira lei de Kepler para 
órbitas circulares pode ser escrita T? = 0,00346 
[ARI 


(a) Umsatélitese move em órbita circular a 1.600 km 
acima da superficie da Terra, Admitindo que 
oraioda Terra seja de 6.300 km, estime o período 
da órbita do satélite a menos de 0,01 hora. 


(b) Em uma órbita geossfhcrona, um satélite está 
sempre na mesma posição em relação à Terra, 
istoé, o período do Satélite é de um dia. Estime, 
a menos de 1 km, a distância de tal satélite à 
superfície da Terra, (Informações deste tipo 
são necessárias para posicionar satélites de 
comunicacio.) 
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Exeres. 29-30: Resolva, utilizando os resultados do 
Exemplo 6. 


29 Um arremessador lança uma bola de um ponto a 
1,50 macima do solo e a 17,5 m da placa-alvo a uma 
velocidade de 160 ko, Se a gravidade não influfs- 
se abola seguiria uma reta epassariaa 1,20 macima 
dn placa, conforme figura. Determine a queda d 
causada pela gravidade, 


(äm 


eet Y 
aÑo i Artemessador 
15.4 CURVATURA 


Vetor tangente unitário (15.14) 


` Vetor unitário normal 
principal (15.15) 


ves 
180 a e | 


30 Um jogador de um time de rugby lança um passe, 
liberando a bola a um ángulo de 30º com a hori- 
zontal. Aproxime a velocidade com que a bola 
devo ser liberada para chegar 20 técebedor 45 m, 


campo abaixo, (Desprezar a resistâiicia di 


31 As tesouras verticais de vento o 
da atmosfera são de grande i 
aviões durante a decolagem o 
Define-se a tesoura vertical 

~ onde v éa velocidade do vento e fré 4 altura acima 
do solo, Durante rajadas fortes de vento em certo 
aeroporto, a velocidade do vento (em mithás/hora)- 
para altitudes fi entre D e 60 metros é estimada em. 


v = (12-4 0,006475 + (104 0,0054 y 


Calcule a magnitude (módulo) da tesoura vertical 
de vento a 45 metros acima do solo, 


Quando um ponto se move sobre uma curva C, pode mudar de 
direção mais, ou menos, rapidamente, dependendo de quanto a 
curva vire, Para medir a taxa à qual C vira, ou muda de formi, 
utilizamos a noção de curvatura, Se v é uma função vetorial c a 
curva C determinada por r(t} é suave, então CO) é um vetor 
tangente a C que aponta sempre na direção determinada pela 
orientação de C. Se 1?(/) « 0, define-se como segue o vetor: 
unitário tangente TA C: SE 


Como fE] = 1 para todo 4, vemos, pelo Teorema (15.9), 
que, se Pë diferenciável, então TO é ortogonal a Tu). Defi- 
ne-se o vetor unitário normal principal N(f) a C como'o vetor 
unitário de mesma direção que T'(/: 


As fórmulas (15.14) e (1545) aplicam-se tanto a curvas planas 
Como a curvas no espaço, 
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Ao representar T() ou N(9 por segmentos orientados, 
tomamos o ponto inicial no ponto P de C correspondente a £, 
conforme ilustrado na Figura 15.22, onde utilizamos o símbolo 
£ de ángulo reto para frizar que MO e T (f) são ortogonais. Como 

. o vetortangente Cd aponte na direção dos valores crescentes. :.. 
de t, o mesmo acontece com T): 


TO 


,. EXEMPLO 1 
E d Seja C a curva plana definida por r() = Pira. "= 


Figura 1822 i (a) Ache os unitários T() e MO) da tangente e da normal. 
(b) Esboce C, T(1) e NC). 
SOLUÇÃO 


(a). Sos (15.14) com r'().=28 +3, 


(4,0,0) š 
Figura 1524 


B ia 2t. 1 1. 
TO e cr ado ait ag gal 
Difeienciando os componentes deift, obtemos. ; 


: At: 
A Peq at DRESS T E 


il (6-20) 
É fácil verificar que 
[rol = 


Aplicando (15.15) e simplificando, obtemos 


zu +1 
N() = “rat 24) 
(b): O ponto P correspondente a (= 160,0. Substituindo, .:- <, 
I POEM 

TO) = q +D e NO = ei -2) 

Pára verificar a ortogonalidade de T(1) e N(1), mostramos que - 


TO) NG)=0.A Figura 15.23 é um esboço desses vetores e da 
* curva (uma parábola). 


EXEMPLO 2 


Seja C determinada por 


SOLUÇÃO 


A curva é a hélice circular de raio 4 da Figura 15.24 (ver 
Exemplo 4, Seção 15.1). Diferenciando r(t) e aplicando a Defi- 
nição as. 14), obtemos: . 


r) -4 sen + 4 cost 33K 7 


ley = vio sen t+ d6cos T+) = VIG Y 9 - V25 =5 
3 ze aa A 
TO = Fa a r()--. É sem üt GER 
Diferenciando Ts utilizando a Definição (15.15), obtemos 


TO = ut cos f = sen $ 


frate 


HE > cos tá emm 8 


(a 


` Pareverificat:a ortogonalidade de THe NG); mostra-se. que: : 


"TO: Mier. 


A Figura 15.24 exibe vetores unitários típicos TO e NO. 
Note-se que a normal principal N(/) à hélice circular 6 sempre 
paralela ao planowy e apontá para 0 eixo-z. 


. Para definir a curvatura, começaremos com as curvas: 
planas. As curvas reversas, ou curvas no espaço, serão conside- 
tadas mais adiánte. 


Uma curva plana suave C admite muitas parametrizações 


` diferentes. Às vezes é conveniente. usar: como parámetro o=.. - 


comprimento de arco medido ao longo de C. Conforme Figura 


`. 15,25, seja A um ponio fixo de C e denotemos por s o compti- 


- - mento do arco ÁP de A a um ponto arbitrário P(x, y) de C. 
Suponhamos € dada parametricamente por 


x= f (9), y = g(s); s= comprimento de AP 


Assim, a cada valor de s corresponde um ponto P(f (s), g(s)) em C 


que está a s unidades de A, medidas ao longo de C. A orientação ` 


de C é determinada pelos valores crescentes de s. Chamaremos s 


Figura 15.23 + (H =4 cos fi +4sen +30 t2 0 


Esboce C e ache De NG). 


Figura 15.25 


> 0 parámetro comprimento de arco, para a curva C, 


A próxima definição resume o que acabamos de dizer. 


PO 


SST 


epes 
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Definição (15.16) | Umayariávels é um parâmetro comprimento de arco para 


| uma curva C se existe uma parametrização ` ` 


ES que's seja a comprimento de 
curvaao ponto P(x, y). 
` rizat 


fixo A na 


As equações parámétricas con 


por comprimento de ar 


Figura 15.26 


i 


EXEMPLO 3 


Ache uma parametrização por comprimento de arco para o 
círculo x? & y! =k, k> 0. 


SOLUÇÃO 


» Sejam A(k 0) o ponto fixo da Definição (15.16) e P(x, y) um 
* ponto arbitrário do círculo. Denotemos por sa comptimento do 


arco circular À P, medido em sentido anti-horário de À a P (ver 
Figura 15.26). Se 8 é a medida em radianos do ângulo AOP, 
então as equações paramátricas do círculo são 


x=kcos0, y s ksen 0; 0 s0 x 2o 
Por (1.14), 


s e kB, ou ER 


Como «s s 2xk corresponde a 0 s 8 «2:1, uma parametrização 
por comprimento de arco para o círculo é 


xa k cos E, y = sen D; O 2n 


Tomando um ponto fixo diferente, poderíamos obter ou- 
tras parametrizações por comprimento de arco. 


Nas instruções para os Exercícios 49-52 encontra-se um 
método geral para obter parametrizações de curvas por compri- 
mento de arco. É um método bastante fastídioso, no mínimo. 
Entretanto, como veremos, há grande conveniência em traba- 
lharmos com tais parametrizações. 


Se uma curva C admite uma parametrização por compti- 
mento de arco como na Definição (15,16), então o vetor posição 
do ponto P(x, y) de C é 


xs) «xl yj s Hale sta 
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o 
Figura 15:27 


f ' z 2 É T 
> A: 


Definigáo (15.17) 


Diferenciando em relação ao parimetro comprimento de 
arco s obtemos um vetor tangente a C, 


` org zl + 2 = Poi gj 


O módulo de ta é 


onde aplicamos (13,6). Assim, para uma dada parametrização 
por comprimento de arco, v(s) é um vetor uüitário tangente a 
C em P. Tal como em (15.14), com £ = s, denotaremos por F(s) 
este vetor tangente unitário, 


Para cada valor de s, seja O o ángulo entre "T ei, 
“conforme ilustrado na Figura 15,27, Note-se que o ángulo 0 é 
função de s, pois T(s) é função do s, Podemos usár a taxa de 
variação d0/ds de 0 em relação a s para medir o quanto a curva 
C muda de direção nos vários pontos. Suponhamos üm ponto P 
que se move ao longo da curva C na Figura 15,28. No ponto R, 
a curva muda de direção gradativamente, e o ângulo 0 entre T (s) 
e i muda lentamente, isto é, |d9/ds] é pequeno. Em Q a curva 
muda de direção bruscamente, e J0/ts| é grande; Com estas 
observações, motivamos a próxima definição. 


` Para a curva da Figura 15.28, a curvatura é relativamente... 
pequena nos pontos.R eS, e é grande em Q e V. Os dois próximos 
C exemplos constituem ilustrações da Definição (15.17). -.. 


EXEMPLO 4 


Prove que a curvatura de uma reta / é zero em qualquer ponto 
del. 
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SOLUÇÃO ` | (i) mëi ou O=arcigy” 
Conforme Figura 15.29, seja A um ponto fixo del, e seja s = Pela Definição (6,16), a função comprimento de arco s pode $ 
dA, P). Como o vetor tangente unitário T(s) a Test sempre em definir-se por ` 
Lo ángulo 6 é o mesmo para todos; isto 6, 8 é constante. Logo, » . j 
“Bla Gu EE p 
ko |. lo] = 0 : E P 
. onde a é a coordenada-x de um ponto fixo À de C. Se vi" existe, 
o e -  entio; pela regra da cadeia, 
Figura 1529 EXEMPLOS dB odds Lo dë. dëi 
Prove que a curvatura em qualquer ponto de ura círculo de raio < i dx ds dx de — ds/dx E 
ké 1 k. ` É E Logo, pela Definição (15.17), S NE 
ño i 
SOLUGCA S . e g.|21. | gras 
mm Conforme Figúra: 15:30, adimitimos:que:o: :cficulo:tenha:seus s: T NI : ds ds/dx 
` centro.em O, que AC: 0) seja um ponto:fixo;.e:que:o"ponto. Pit 3 É : P E E 8 i 
estejá no:primeito: quadrante; Seja; s; o comprimento:do apen pec. ; Poder: Perser ds equações (1) e Dem 
“AP. Seo éd medida em radianos. do ângulo: POA; então: : S do. d , pre 
l : E7 ue Tags 
Sm ka). Qus Quo Gë se 
i Ss ds di d " 
. EUG VET Q VE $ A 
A(k,0) ¥ ` Referindo-nos à Figura 15.30, e levando em conta o fato de que de ds WI MER E 


"T(s) 6 ortogonal a OP, vemos que A substituição em (3) dá o seguinte teorema, 


S WEE s ' Gees 
Figura 15.30 2 k "Teorema (15.18) |: 


Diferenciando, obtemos 


Logo, K = Ei E . EXEMPLO 6 


Esboce o gráfico de y = 1 — x^, e ache a curvatura nos pontos 
(Œ y) (0,1), 1,0) (2,-3). 


- SOLUÇÃO 


. Note, pelo Exemplo 5, que, à medida que o raio k deum 
círculo aumenta, sua curvatura K = 1/k diminui. Fazendo k 
XA tender para o infinito, K tende para O, que é a curvatura de uma 
yafl) Teta Quando o raio k tende para O, a curvatura K tende para 


` A Figura 15,32 é um esboço do gráfico (uma parábola). Como 
infinito. 


ym 2xe y” s - 2, temos, pelo Teorema (15.18), 


“Vamos deduzir uma fórmula para achar a curvatura K em 

uni ponto (x, y) do gráfico de y = f (2), comf’ contínua em um 

» intervalo. Sejam T(s) e 0 definidos como em (15,17) (ver Figura 

0 1 X 15.31). Como y’ éo coeficiente angular da reta tangente em P, 
Figura 15.31 vemos que 


2 
Karan" 


pa MM 


Fazendo x= 0, 1 e2, obtemos a seguinte tabela: 
Figura 15.32 
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"PontodeC | (00 |: 


0) 


Ga, 


2 
Curvatura K 2 ER 0,18 


2 
152" 0,03 


Note que a curvatura máxima ocorre em (0, 1) e que, quando 
x aumenta (ou diminui) sem Emite, a curvatura em P, y) tende 


para O. 


Vamos agora deduzir uma fórmula para achar a curvatura. 
K no caso de C ser definida em termos de um parâmetro 


arbitrário +. Suponhamos C dada parametricamente por 


xaf) y= 


c que f” e g” existam para todo t em algum intervalo Z, De 


acordo com o que precede o Teorema (15.18), 


do 
Rs | de 


Como o coeficiente angular da tangente a P(x, y) é g (O/P (Ò (ver 


Teorema (13.3), 


29, £0 
ig 0 P ou 
desde que f'(i} = 0. Logo, 
de 1 


dà/dt 
ds/dt 


ELIT 


EXog (0 - eXOf"(0 


A e ev OT 


Og - gr 
POF «te OP 


Além disso, por (13.6), 
| ds 


= 


de 


Substituindo na fórmula K = [(d0/dD/(ds/dt)|, obtemos: 


(OP 


"OF + eg 


Teorema (15.19) | Si 
"m 


| 
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No próximo exemplo aplicamos o Teorema (15.19) para 
fazer novamente o Exemplo 5. 


EXEMPLO 7 


Prove que a curvatura em qualquer ponto de um cit 
ké Uk, 


SOLUÇÃO 
As equações paramétricas de um círculo de raio k e centro nac 
origem são 
x=kcost=f(), y = ksen t= gi 0s ts 2% 
Diferenciando, obtemos 
UP OR -Esentf" () S —kcost 
8'() = kcos tg" (0 =~ keent 
Substituindo em (15.19), obtemos 


g e LEE sen DEE sen 1) - (E cos 2-4 cos ai 
[C£ sen (P + (E cos Pp 


a E sen? t P cos t 
(KU sent I A E cos n 


ick ELl 
(ey? E k 


Se a curvatura K em um ponto P de uma cueva C não é 
então o círculo de raio p = 1/K, cujo centro está no ládo côncavo: 
de C c que tem a mesma tangente que C em P, frcula 
curvatura para P. Seu raio p e seu centro säin raio dé 
curvatura e o centro de curvatura para P, respectivamente; 
De acordo. com os Exemplos 5 e 7, a curvatura do círculo de 
curvatura é 1/p, ou Ke, assim, é a mesma que a curvatura de C, 
Por esta razão, o círculo de curvatura pode ser encarado como 
ocircula que melhor coincide com C em P. A Figura 15.33 exibe 
un círculo de curvatura, 
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Ay 


Círculo de. 
curvatura 


Centro de 
curvatura 
al 


Figura 1533 


EXEMPLOS:: 


Unia curva C admite a parametrizaciio a Zaiten, Ache: 


acurvaturano ponto Pcorrespondenteat - 
de C edo círculo de curvatura para P: 


SOLUÇÃO 

Fazendo f (1) = Ê, g) Do diferenciando, temos 
PO=2f0=2.8=30,8"0)=6 

Substituindo no Teorema (15.19), temos 


Laien GC). e 
= Tag Ge? ^ Wës SI" 


Esboceográfico: 


-Sete $ então 


en _ 9% 
A es 6 
K = aey” T 15 ~ S 


O ponto correspondente a £ = 5 tem coordenadas ($, EI e 
o raio de curvatura p nesse ponto 1/K, ou m = 13.0 gráfico 


X de Ceocírculo de curvatura aparecem na Figura 15.34, Note que 
a curvatura na origem não existe, pois K não é definido se = 0. 


A definição de curvatura K = Wëdd para curvas planas não 
“tem análogo imediato em trés dimensões, porque o vetor tangente 
Figura 15.34 unitário E(s) não pode ser definido em termos de um único ângulo 
8. É, assim, necessário adotar um método diferente para curvas no 
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Logo; rol | g 


espaço. Naturalmente, particularizada para velores no plano, a 
nova definição de curvatura deve coincidir com (15.17). 


Para obter uma Shave para uma definição adequada, note- 
mos primeiro que, em duas dimensóes, o vetor tangente unitário . 
T(s) pode escrever-se como: 


T(g) = cos Bi + sen 8j 


onde 0.6 o ângulo entre T(s).e à (ver Figura 15.28); Encarando: <; 
8 como função de s e diferenciando, obtemos 


"HET: EM 
T) ( FIBI f 


dê R " 
ur (+ sen 6 + cos 9j) 


| 


E- sen: 8t +- cos Gjll "e : 


Com isto passemos à definição de curvatura em trés dimensões. 


Nosso esquema consiste em.descreyer.ovetor tangente unitários: 
(5) sent qualquer referência ao ângulo:8'e então definir K como. 


PORS 


, Suponhamos que uma curva C admita a parametrização *- 
por comprimento de arco ` 


x=f(5),y = 8(5), 2 = Mi 
e que f”, g” e f" existam, De acordo com a Figura 15,35, sé o 


^. comprimento de arco ao longo de C dcum ponto fixo À ao ponto 


PES, gs), het, Tal como em duas dimensões, se. Potto 
+ ste + Maik 6 o vetor posição de P, então r'(s) é o vetor 
tangente unitário a C em P, denotado por T(s). Como [[F(s)]] é 
uma constante, segue-se que "T'(s) 6 ortogonal a Ts) (ver 
Teorema (15.9). Se T'(s) » 0, fazemos 


NS = Faro 


. O vetor N(s) é um vetor unitário ortogonal a T(s) e é chamado 
. vetor unitário normal principal de C em P. A Figura 15.35 


ilustra estes conceitos. 
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Figura 15,35 


Tendo obtido um vetor tangente unitário conveniente F(s) 
e admitindo a existência de Tº(s), seguimos nosso plano e 
definimos como segue a curvatura em três dimensões. 


Definição (15.20) 


Como já provamos, a definição precedente se reduz a 
(5. 17) se C é uma curva plana, Note que 


N(s) = ITO. ou Ts) = KN(s) 


A fórmula de K na Definição (15.20) é em geral de 
aplicação trabalhosa em problemas específicos. Na próxima 
seção estabeleceremos uma fórmula mais prática para calcular 
a curvatura, 
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EXERCÍCIOS 15.4 


Exeves, 1-6: Ache os unitários da tangente T(/) c da 
normal N(r) para a curva C definida por ri). (b) 
esboce o gráfico de C, e exiba T(t) e MO para o valor 
de t dado, 


1 ad Är tal 


h=- rit uj; "rei 
Os np eds : t=1 


1(0) =2 sen A +3j +2 cos ii; tan 


2 
3 

CA o q)s(eecefi-(Q-senüj; "ai 
E 
6 


DEES tel 
Exercs, 7-18: Ache a curvatura em P do: 
PAD 
PAD 
9 ya EX PD 
10 y= in (2-1); P(2,0) 
11 yzcos2y PO, D 
12 y ssec; PG, 2) 
1Bxat-i ya vã P3,2) 
WETITEME p= Pra P3) 
18 x=t=é, ET ETA P(0,1) 


16 x=1-sent, y2i-cost — P(n2-1,1) 
Y7/xe2smt y«3cst PG, 393) 


i8xco! 5 rs sent PAZ AD) 


- Exeres, 19-22; Par a curva e o ponto P dados, (a) ache 


o raio de curvatura, (b) ache o centro de curvatura e (c) 
esboceo gráfico da curva e o círculo de curvatura ern P, 


19 y x set Pati, 1) 21 yx e P(0,1) 
20 y «seca; PO, 1) 22 ay = k; P(L 1) 


Exercs, 23-28: Ache os pontos da curva dada em que 
a curvatura é máxima, 


23 y=e* -24 ye coshix 
23 934 4y! 236 I 
27 yxinx 


em que: a curvatura é O, 
29 y axt = 12x? 
31 y= semix 32y = ei 
33 Suponha que uma curva C seja o gráfico de ima 
equação polar r=f(0). Se r* 2 dride r* dr de”, 
mostre que a curvatura K em Pir, 0) é 
Nu =p" A d 
ECIY 


(Sugestão: Use x = y cos 0 e y = r sen 8 para 
expressur C em forma paramétrica.) 


Exercs, 34-36: Aplique a fármula do Exercício 33 
para achar a curvatura da curva polar em Pir, 0). 


34 r=a(1- cos d; O«0«2x 
35 ra sen 20; 0<0<2x 
36 r2 4o 


37 Seja P(v, y) um ponto do gráfico de y = f(x) em 
que Kæ 0. Se (ft, K) é o centro de curvatura el 3 
mostre que 


kor ALA (e, kay 


Exercs. 38-42: Use as fórmulas do É reício Ey à 
achar o centro de curvatura para o ponto P do gráfico 
da equação, (Ref, Exercícios 7-11). 


38 y=2-00; POD 
KEN PAD 
40 y « dr ` POD 
41 y =1n(:-1) P(2,0) 
42 y = cos 2x; P(0, 1) 


AAA 
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43 O trajeto de uma rodovia e de uma rampa de saída 
estão referidos a um mesmo sistema de eixos 
coordenados, de modo que a rodovia coincide com 
o ebxo-x. A rampa de saida começa na origem O. 
Após seguir o gráfico de y =» —i$ de O ao 


ponto P(3,:- 1), o trajeto percorre o arco de círculo 
conforme figura, Se K(x) € a curvatura da rampa. 
de salda em (x, y), ache o centro de curvatura do . ., 
arco de círculo que torna a curvatura em. P(3,—-1) 
contínua em x = 3, 


48 Prove que retas e círculos são as únicas curvas 
planas que têm curvatura constante, (O Exercício 
17 da Seção 15.5 mostra que este resultado não é 
válido para curvas no espaço.) 


15.5 COMPONENTES TANGENCIAL E NORMAL DA ACELERAÇÃO 
att e il: cie 


Nesta seção utilizaremos o conceito de curvatura para auxiliar 
na análise do movimento de objetos. 


Exercs, 49-52; Se a curva C da Figura 15.22 admite. 

~ uma parametrização suave x e f (f), y =g (I), então, 
pelo Teorenia (13.5), a relação entre £e o parámetro 
comprimento de-arco s é dada por 


Teorema (15.21) Seja BI o vetor posição de um ponto móvel P nó instante t; 
i e seja s o parámetro comprimento de arco para a curva C 

Se T(s) e N(s) são os vetores unitários 
ipaleseK éacuivatura de C no ponto 


su $ : FF + [e GO]^ du 


onde a é o valor de t correspondente ao ponto fixo A. 
Use esta relação para expressar a curva dada em 
termos do parâmetro s se o ponto fixo À corresponde 
a t=0, (Sugestão: Calcule primeiro a integral para 
achar a relação entre tes, e. substitua então: ovator.de. 


44 Use a equacio y e ux b para provar que a'cur- 


` Enasiequagócs páramétrica: É 
A)x-ábMS^ peso fads DEMONSTR ação: 
Sresi o qe Ko A-Figúra: 15:36 6rd. interpretagio:geométrica da fórmula:de:: . 
Exa Acosh y edsen Dateie: a(t)no.enunciadodo teorema: na velor: tangente: 
E E segs usitádo TE) aC 6: dado: pors 


vatura em qualquer ponto de uma reta é D (ver 


53 Prove que sek é uma função n&o-negativa que não 


Tei = iuro 
Exemplo 4). seanula e é contínua em um intervalo [0, a], então ka 
existe uma curva plana C tal que & representa a " SA ss lr” 

45 Prove que a curvatura máxima de uma parábola curvatura de C como função do comprimento de E .e então r()s ail To) 

ocorre no vértice. arco. (Sugestão: Se s está em [0, a], defina ý Conio vi = v( e [le (Ol = OV ds/de, temos a fórmula da 
46 Prove queas curvaturas máxima e mínima de uma e D d E velocidade 

elipse estão nas extremidades dos eixos maior e. ` Mai: f, KG) de, x - Rs) sf, cos hfi) dt, ` 

menor, respectivamente, 


ds 
s v = T) 
f = g(s) = : dt 
47 Prove que a curvatura máxima de uma hipérbole 5 y sa 4, sen i) de 
.. Ocorre nas extremidades do eixo transverso: ` E 1 
: 54 Use o Exercício 53 para fazer o Exercício 48, as regras da cadeia dos Exercícios 45 e 46 da Seção 15.2, 


obtemos 


a) =y NW = GÊ Est) + Ec) 


és; ds d$ q» 

= qe TO) guo 
Pela observação que segue a Definição (15.20), T's) = ENG). 
Assim, a última fórmula pode ser escrita 


Figura 15.36 


alt) = e Es + «(s 3i N(s) 


+ Diferenciando a equação precedente em relação ate. utilizando ..: 
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Denotando por va velocidade (módulo) [v(n)]l= ds/at de P, então 
as fórmulas do Teorema (15.21) são 


v() = vi(s)) e a() = Za + KvN(s) 


Asegunda fórmula expressa a aceleração a(/) em termos de uma 
componente tangencial a, e um componente normal ay, isto é, 


a(fy = a T(s) + auN(S), 
d e 
$ do ds ova. vl di 
onde Li dep SEKR -*(4) 


Os componentes tangencial e normal da aceleração são 
úteis no estudo das forças que atuam sobre um objeto móvel que 
percorre uma citva C. Note que o componente normal ay = KV 
depende somente da velocidade de P e da curvatura de C. Se a 
i velocidade ou a curvatura é grande, então também o é o compo- 
nente normal da aceleracío, Este resultado, obtido teoricamente, 
i comprova o fato bem conhecido de que um motorista deve 
reduzir a velocidade do carro ao fazer uma curva fechada. 


Pademos também deduzir, para os componentes tangen- 
cial e normal da aceleração, fórmulas que dependem somente 
24 de vip. Tomando o produto escalar de v(t) e a(/) no Teorema 


(15.21), obtemos 
2 
3 0:0- [Sena | [o (4) wo] 
r1 É E 
" -(2) (5) tamen ex lu wo 


Como T(s) tem módulo 1 e é ortogonal a N(s), esta fórmula se 


teduz a 
(Bj 


ou, em termos der, 
di 
oi - eg = kul = kal ar 


Se OO) 0, temos a fórmula 


; ,4s O 
O 


Componente tangencial da aceleração (15.22) 


IN EDEN QUEE MEC MIC IM EDD I LAA, 
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Componente normal da 
aceleração (15.23) 


"Tomando o produto vetorial de a(f) e Wo) 


eni Juga 
escalar, obtemos ES E do produto 


Orad = ( de ) EN Ida Dél 


Como o produto vetorial de um vetor por 
T(s) = 0. Como T(s) e N(s) são vetores unitári 


0 OS Orke ai 
I) x NG = 1 (ver (1430). Logo, a fórmula de v() x) 


nos dá 


Io x a(o > K($) 


€, portanto, 


2 


"E «(s a bi va 


ds/di 
Em termos de r temos o seguinte: 


ët eti ce 
(4) Far 


EXEMPLO 1 


O vetor posição de um ponto móvel no instan: 


v()zdsüjerk1sts4 


(a) Ache os componentes tangencial enorma! 
instante A 


coleração no 


na DC duas casas d imais, de ay, 
SE £=1,2, 3, c 4, descrevendo o movi- 
SOLUÇÃO | 
(a) Diferenciando, temos 
v() = v() si 26 + 30k 
a(i) à r'() a 2 + Gk 
at = kat = (1 + 48 geit 
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Por (15.22) 


PO CO. — Ars 18P 
FOO CUTTER 


Para achar ay, calculamos primeiro 


ij k ` 
rüyxat()elio2 38] EE 
02 & 


Aplicando (15.23) temos 


a, a EO x Ol, Gei + 360? + 4y7 
" Joch («am a anys 


54984 1V7 
5 (s + 984 :) 


NF + 404 1 


(b) A trajetória do ponto; ou seja; a curva.C. determinada por 
Hië, é a porção-da cúbica reversa estudada:no-Exemplo:3 da: 
Seção 15.5 que está entre (1; 1, Det, 16,64): A substituição: 
nas fórmulas obtidas na parte (a) dí:a-seguinte:tabela de:apro-- 
ximações:. 


i 


“PosigiodeP.| (LL), (549 Dam (&i664) 


ax 233 2,42 2,06 2,03 
Www: 588 - 11,99 17,99%" + 2400 
liy cl 3,74 12,69 21,68" 48,67 


Assim, quando tcresce de 1 a 4, o ponto se move ao longo de C 
de (1, 1, 1) a (4, 16, 64), ganhando velocidade rapidamente, * 


O componente normal da aceleração ay tende para 2 (note que 
lim ay = 2). Vemos, pela tabela, que o componente tangencial 


me 


ge cresce aproximadamente 6 unidades por unidade de tempo, 


Podemos obter uma fórmula alternativa parao componen- 
te normal da aceleração. Para simplificar a notação, denotare- 
mos por T, N e a, respectivamente, os vetores T(s), N(s) e a(/) 
do Teorema (15.21). Assim, 


+ aza! +a N 


Cap. 15 Funções com valores vetoriais 333 


Teorema (15.24) ; 


g mal E difícil de achar por meio.de(15.23).' 


E Acheay no.Exempio dutilizando o Teorema (5. 24). i 


` Isto se reduz à expressão de ay óbtida no Exemplo 1. 


Como T e N são vetores unitários mutuamente ortogonais, 
T-N=0, T- Tz LeN-N« 1. Conseqüentemente, 


lal? caca (eT + 00) ` (a, T + ail 
e (To T) + Zoe. T) + NN) 


2 
én a 


Pode-se também: obler esta relação aplicando: o teorema de - E 
Pitágoras a um dos triângulos retângulos com hipotenusa fja(f)] H 
na Figura 15.36, Resolvendo em relação a ay obtemos: 


. Deve-se utilizar o Teorema (15.24) se o componente nor- S 


EXEMPLO:2: 


SOLUÇÃO; 
at como na solução do Exemplo 1, obtemos 


se r 
Te e a= Pf = 2j + 6k 


“Aplicando (15.24), obtemos 


ay = vir ECH 


SAU 1390 GE, oA 


EXEMPLO 3 


Se im ponto P se move sobre um círculo de raio k com 
velocidade constante v, ache os compouentes tangencial e nor- 
mal dá aceleração. q 


SOLUÇÃO 


Como v=ds/dt ê constante, o componente tangencial a p= dë 
&0. 
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Teorema (15.25) 


Pelo Exemplo 5 da seção anterior, a curvatura do círculo 
é t/k. Logo o componente normal da aceleração (ver (15.23) é 
(UE)v?. Esto mostra que a aceleração é um vetor de módulo 
constante vYK dirigido de P para o centro do círculo, conforme 
se viu no Exemplo 2 da Seção 15,3. 


` Pode-se aplicar (15.23) para obter uma fórmula para a 
curvatura de uma curva no espaço C. Se C admite a parametri- 
zação 


x=[(), p= s 2= AQ 
então C é definida pelo vetor posição 
O =f0i+ SU + Mk 


Resolvendo a equação (15.23) em relação a K e considerando 
que ds/dt = Kä obtemos o próximo teorema. 


Seja c "m curva no espágo com parametéiza 
DCK z= d bade p’, g”, ho! existem, A curvatura E no 


leo TEC 
T. Wan. "FUE 


Esta fórmula também se aplica a curvas planas (ver Exer- 
cício 16). 


EXEMPLO 4 


(a) Acheh curvatura K da cúbica reversax = £, y = Ê, z= P no 
ponto (x, y, 2). 


(b) Ache aproximações de K com quatro decimais nos pontos 
correspondentes at 5 1,2, 364. * 


SOLUÇÃO 
(a) Fazendo 
i GËT e Pj Pk 


acurva é a mesma que a considerada no Exemplo 1. Substituin- 
do P(A) e OO x (f) pelas expressões achadas ali na fórmula 
de K no Teorema (15.25), obtemos 


g a UEL A SEA DO 
= X98 x 48 e dy 
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Poderíamos também achar K fazendo subslituições pata ay e 
Jo no Teorema (15.25). 


(b) Fazendo! = 1, 2,3 e 4 oa fórmula de K obtida na parte (a), 


temos as seguintes aproximações para K (comi 
na página 334). 


are com a tabüla 


"A 


yz) 


(11D. Q48 
0,1664 00132 ` 00027 0,0009 


(,9,27) - (416,64) 


Por meio de teoremas sobre limites, pode-se mostrar que 
lim E = 0, isto é, a curvatura da curva tende para a de uma reta 


m" 


quando £ aumenta, ` 


EXERCÍCIOS 15.5 


Exeves, Lë: Estabeleça fórmulas gerais para os com- 
ponentes tangencial o normal da aceleração e para a 
cutvatura da curva C definida por r(i). 


1 vis sez) 2 Qae- 
3 (HIj Ik A ef) = Ad ek 
8. r()st(cos ti+sen tj) 

6 ug) Scosh di senh d 

7 x()s4cos m senj e de 

8 xs esca d + cos ij +k) 

9 


Um ponto se move ao longo da parábola y =X? de 
atado que o componente horizontal da velocidade 
é sempre 3. Ache os componentes tangencial e 
normal da aceleração em P(1, 1). 


19 Faça o Exercício 9 se o ponto se move ao longo 
do gráfico de y = Méx. 


D Prove que, se um ponto percorre uma curva C com 
velocidade constante, entáo a aceleração é sempre 
normata C, 


12 Use o Teorema (15.25) para provar que se um 
ponto se move no espaço com aceleração sempre 
igual a 0, então o movimento é cetilíneo, 


13 Sc um ponto P se move ao longo de uma curva C 
com velocidade constante, mostre que o módulo 
da aceleração é diretumente proporcional à curva- 
tura da curva. 


14 No Exercício 13, se tin segunda ponto Q se move 
20 longo de C com velocidade igual ao dobro da 
de P, mostre que a módulo da aceleração de Q E 
quatro vezes maior que o de P. 


15 Mostre que se um ponto s 
gráfico dey «f (x) para as 

` mente normal da aceleracá 
inflexão. 


16 Se uma curva plana é dada parametricamente por. 
xafi), y = 80) e se f e g'^ existem, use o 
Teorema (15.25) para provar que a curvatura no 
ponto P, y) é dada pelo Teorema (15.19). 


17 Mostre que a curvatura em qualquer ponto da hélice 
circular x = a cost, y = a sent, z = bt (com a > 0), é 
dada por K = a/(a^ + 6%). 


18 Uma hélice elíptica tem equações paramétricas 


X= dC08 y= b sent, 2=ct, com a, b ec números 
reais positivos e a = b, Determine a curvatura em 
Q2. 
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15.6 LEIS DE KEPLER 


SEA OR rr ie 


É oportuno concluir este capítulo evidenciando o poder e a 
beleza dos métodos vetoriais quando aplicados à dedução de trés 
deis físicas clássicas. O assunto não é simples, pois não temos a. 
intenção de considerar um problema simples. Não hã exercícios 
propostos no fim desta seção. A razão é que não estamos 
interessados: em cálculos numéricos que envolvam as leis a 
serem estudadas. Você deverá ler cuidadosamente e entender 
cada tópico da discussão, caminhando sem pressa, O estudo do 
material que segue proporcionará considerável visão dos méto- 
dos vetoriais. 


Após muitos anos de análise de uma enorme quantidade 
de dados empíricos, o astrônomo alemão Johannes Bepler 
(1571-1630) formulou três leis que descrevem movimento dos» 
planetas em torno do Sol. Estas leis podem ser enunciadas.como: - 
aseguir * 


Cerca de 50 anos mais tarde, Sir Issac Newton (1642- 
1727) provou que as leis de Kepler eram conseqiiéncia da lei da 
gravitação universal de Newton eda segunda lei do movimento. 
Os resultados obtidos por ambos foram monumentais, porque 
as leis como que justificavam todas as observações astrônomi- 

cas feitas até então. À 


, Nesta seção demonstraremos as leis de Kepler utilizando 
vetores. Como a força da gravidade exercida pelo Sol sobre um 
planeta excede de muito a força exercida por outros corpos 
celestes, desprezarenios todas as outras forças que atuam sobre 
“um planeta, Deste ponto de vista, temos apenas dois objetos a 
considerar: o Sol e um planeta que se move em torno dele. 


É conveniente introduzir um sistema de coordenadas com 
. o centro e massa do Sol na origem, O, conforme ilustrado na 
Figura 15.37, O ponto P representa o centro de massa do planeta. 
Para simplificar a notação, denotaremos o vetor posição de P 


Yigura 15.37 
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por r, e não por r(f), e representaremos por v c a a velocidade 
r*(t) e a aceleração KU, respectivamente. 


Antes de provar as leis de Kepler, mostraremos que o 
movimento de um planeta se processa em um plano (isto é, a 
órbita é uma curva plana). Fazendo r = [Ir]]; então u = Oe é 
um vetor unitário de mesma direção que r. De acordo com a lei 
da gravitação de Newton, a força F da atração gravitacional 
sobre o planeta é dada por 


so, 
H Lë 


onde M ĉa massa do Sol, mé a massa do planeta, e G éuma constante 
gravitacional, A segunda lei de Newton (15.13) afirma que 


F=ma 


aa, obtemos: 

o REM ER u 

Isto mostra:que:a:é paraleloa r ru e, então, r xa = 0. Além 
disso, como y xv =0), vemos que 


d IN MES 
qu True atv 


E =rxa+vxv=0 
Segue-se que 
Q ^7 DEET 


. para uni vetor constante c. O vetor e desempenhará um papel 
` importante na prova das leis de Kepler. i 


Como r x y «€ o vetor r é ortogonal a e para todo valor 
de £. Isto implica que a curva descrita por P jaz em um plano; 
istoé, a órbita do planeta éuma curva plana, conforme ilustrado 
na Figura 15.38. 


„> Vamosagora provar a primeira lei de Kepler. Podemos supor 
queo movimento do planeta ocorre no plano-ay. Neste caso, o vetor 


mesma direção do eixo-z positivo, conforme Figura 15,38, 
Como r = ru, vemos que 


dr, de de, 
dt dt dt 


Igualando essas:duas-expressões de F e resolvendo em relação: . 


€ é perpendicular ao planowy; admitimos ainda que c tenha a . 
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A substituição em e = r x v e a aplicação de propriedades do 
produto vetorial dá 


mara) 

ch x 2) «ru x u) 
Como u xu 0, isto se reduz a 

du 

uo em 
() ER E à di ) 
Utilizando (3) e (1) juntamente com (ii) e (vi) do Teorema 
(14.33), vemos que 


axe = arx) x bt x Cl 


du y 0 
-—oelle Jue u 4| 


Como Dall = 1, decorre do Teorema (15,9) que u - (du/di) = O, 
Além disso, u - u = flej? = 1, e, então, a última fórmula de a x e 
se reduz a 


du d 
axc=H de^ q CMa) 


Pode-se escrever também 


dy d 
axta x en (ex 0 


de 


e, conseqilentemente, 
d ru 
ri x0= q CM) 


Integrando ambos os membros desta equação, temos 
(4) vxc=GMu+b 
onde b é um vetor constante. 


O vetor v x e é ortogonal a c e, assim, está no plano-xy, 
Como u também está no plano-xy, segue-se, de (4), que b está 
no plano-xy. 
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Até aqui, nossa demonstração não tem dependido das 
posições dos eixos x e y. Escolhamos agora um sistema coorde- 
nado tal que o eixo-x positivo tenha a direção do vetor. constante 
h, conforme Figura 15,39, 


Sejam (r, 8) as coordenadas polares do pi 

[ri]. Segue-se que 

u b = llul fbl] cos 0 =b cos 8 
onde b = (Ibl. Fazendo c = [jej], e usando (2), juntamente com 
propriedades dos produtos escalar e vetorial, e também (4 
obtemos 

cducscs(rxy) esr (vxo) 

z (ru) - (GMu +b) 

=rGM(u cu) +r(u- b) 

zr GÀ + rb cos O 


Resolvendo a última equação em relação a 7, obtemos 


e 


"E OM + b cos O 


Dividindo numerador e denominador por GM, obtemos 


uti ees 
© d l+ecos 0 


comp = GM) «e = b(GM). Pelo Teorema (13.16), o gráfico 
desta equação polar é uma cónica com excentriéidado d'fro 
na origem, Como a órbita é uma curva fechadá;seguo-se que 
Q <e < 1 e que a cônica é uma elipse, Com isto completamos a +: 
prova da primeira lei de Kepler. 


Provemos agora a segunda lei de Kepler. Podemos admi 
que a órbita do planeta seja uma elipse no plano-xy. Seja 
r=f (0) a equação polar da órbita, com o centro do Sof no foco 
O. Denotemos por P,a posição do planeta no instante t, e P sua 
posição no instante + > tp Conforme Figura 15.40, 0, e 9 
denotaráo os ángulos medidos do eixo-x positivo para OB e 
OP, respectivamente, 


Pelo Teorema(13.11), a área A varrida por OP no intervalo 
de tempo lt, 1] é 


A ie de 


ame 
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8 
e então = dir dot? 


Isto e a regra da cadeia nos dão 


(6 dA dd WE 


dt^ dad 3 d 


Notemos em seguida que, como r = r.cos Qi r sen Oj + 
Ok, o vetor unitário u = (1/r)r pode expressar-se na forma 


u= cos 8i + sen Oj + Ok 


Conseqüentemente, 
du de. dà. 
doom Sites. + 0k 


Por um cálculo direto pode-se mostrar que 


Se e é o vetor obtido na prova da primeira lei de Kepler, então, e 


por (3) e pela última equação, ? 


2 al. 
eto) URS 


€ então 


0 ce Jo Pe 


- Combinando (6) e (7), vemos que 


®© ee 


isto é, ataxa à qual A é varido por OP é constante, Isto estabelece 
a segunda lei de Kepler. 


Para provar a terceira lei de Kepler, conservaremos a ' 


notação usada nas demonstrações das duas primieiras leis. Em 
particular, admitiremos que a órbita planetária seja dada pela 
equação polar ` 


"Tr e cos 8 


com p= (GM) e e = b/(GM). 
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Seja To temponecessário para queo planeta complete uma 
revolução em torno do Sol. Por (8), a área varrida no intervalo 
de tempo [0, 7] é dada por 


Ba 1 
aef dt = je dim zer 


` Istoé também iguala área da região plana delimitada pela elipse, 
Entretanto, no Exemplo 6 da Seção 12.2, obtivemos À = stab < 


para vinia elipse cujós eixos maior e menor têm comprimentos 
2a e 2b, respectivamente. Consegiientemente, 


z. Zei = xab ou p.2mb 
: : c 


Por (12.5), 


am ai 


Assim, 


PECES -A 
Uva 0 ET 


Pela demonstração do Teorema (13.15) (onde p = de) sabemos 


que 


e então 


ww. (p 
SI 


Como p = COM, isto se reduz a 


Ax 
: Tempi 


com k= Ax? (GM). Está, assim, completa a prova. 


Não esqueçamos que, em nossa demonstração das leis de - 


Kepler, admitimos que aúnica força gravitacional atuando sobre 
um planeta era a do Sol. Se levarmos em conta forças exercidas 
por outros planetas, então podem ocorrer irregularidades nas 
órbitas elípticas. As irregularidades observadas no movimento 
de Urano levaram o astrónomo inglés J. Adams (1819-1892) e 


1 
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0 astrônomo francês U, Leverrier (1811-1877) a predizerem a 
presenca de um planeta desconhecido, que estaria causando tais 
irregularidades, Com base nessas predicóes, o planeta, poste- 
riormente chamado Netuno, foi observado pela primeira vez em 
1846 pelo astrônomo alemão J. Galle. 


15.7 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exercs, 1-2: Seja r(r) o vetor posição de um ponto 
móvel P, Esboce a trajetória C de P juntamente com 
vice a(i} para o valor dado de é. 
1 o r(nztgü-sed; Zeit, Moi 
2 weg e3costjeSsent; tsa 


Exerces. 3-4: A posição de um ponto móvel em um 
plano coordenado é dada por vir, Ache sua velocida- 
de, aceleração e módulo da velocidade no instante £ 


3 vis OI A He 
4 (9 =(-sea Hi + (t~ cos di 
3 Seja C a curva definida por 
r(6) = (el sen Di + (e cos dj e d, Ostat. 


(a) Ache um vetor unitário tangente a C no ponto 
correspondente a é = 0, 


(b) Ache a equação da tangente a C no ponto 
correspondente a t = (), 


6 Ache o comprimento da curva C do Excrcício 5. 
Exeres, 7-8: Sejam 


wo) = Pit 6 iie v()) = i- S e 48k 


7 Ache os valores de é para os quais u(/) e v'(1) são 


ortogonais, 
8 Calcule D [u() x v()] e D, fat, v(2]. 
9 O vetor posição de um ponto no instante 1 é 
f r() =34 + Bj e Io cem f 


Ache a velocidade, a aceleração e o módulo da 
velocidade em t e emt=1. 


Exercs. 10-11: Calcule a integral. 


10 f (sen 3A a7 + cos de) dt 


i 
Hu L (4d + Pj — M) dt 


- 12 Ache ul) se voc t-d sen 2 +3 VFk e 


u(Q) a ¿+ 2) 


13 Um ponto P se move com aceleração 124 +Skno 
instante t, Se, em t = 1, as coordenadas de P são 
C13, 3 esua velocidade é 31 — 2j + 4k, deter- 
minc seu vetor posição r(). 


Exercs. 14-15: Verifique a identidade, sem utilizar 
componentes. 


M Daf =24(9 wm 
38 D [u(t) ut) x u(] =u(0 "(9 en) 


Exeres, 16-18: Acho a curvatura da curva no ponto P. 


6 yare, . £(0,0) 
m d 
Dx pr 32 
18:=2%, y a zs d Pr, y, 2} 


19 Ache as coordenadas-x dos pontos do gráfico de 
y =x? -3x em que a curvatura é máxima. 


-20 Se C é o gráfico de y = cosh x, ache a equação do 


círculo de curvatura para o ponto PO, 1). 


21 Ache a mio de curvatura no ponta P(n, 2) do 
gráfico da equação polar r=2 + sen O. 


22 Seja C a curva definida por (4) = Di + Di + 4ij, 
para tom Ro 


(8) Ache os vetores unitários tangente e normal 
TOeNO. c 


(b) Esbace o gráfico de C, exibindo T(1) e MO), 


Exercs. 23-24; Se v(r) é o vetor posição de um ponto, 
ache os componentes tangencial e normal da acelera- 
ção no instante f. 


23 s()=sen 24 + cos tj 
24 r) s 3A + Pj + dle 
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Books 


INTRODUÇÃO 


- DIFERENCIAÇÃO PARCIAL. 


Um fabricante pode constatar que a custo de 
produção C de um artigo depende da qualida- 
de do material usado, do saláric-hora dos 
operários, da tipo de maquinaria necessário, 
das despesas de manutenção e da supervisão. 
Dizemos então que C é fungdo de cinco va- 
riáveis, porque depende de cinco quantidades 
diferentes. Neste capítulo estudaremos essas 
funções escalares, começando com o caso de 
duas variáveis independentes e passando en- 
tão a um número arbitrário de variáveis. 


Em primeiro lugar mostraremos como re- 


presentar graficamente funções de duas ou 
três variáveis. Em seguida generalizaremos 
os conceitos de uma variável de limite, fun- 
ção contínua, derivada e diferencial. (As in- 
tegrais de funções de diversas variáveis serão 
definidas no próximo capítulo.) Entre as apli- 
cações consideradas nos exemplos e exerct- 
cias estão: determinação da taxa de variação 
da temperatura de sólidos, avaliação da taxa 
à qual um poluente emitido por uma chaminé 
se dissipa, a mensuração da intensidade dos 
ventos em um furacão, planejamento de chips 
para computador, pesquisas sobre a relação 
entre o prego de mercado de um produto e a 
procura pelo consumidor. 


Na Seção 16.6 introduzimos um importante 
` instrumento para análise de valores de uma 
função de várias variáveis —o gradiente, Uti- 
lizaremos o'gradiente para achar a taxa de 
variação de uma quantidade escalar, como 
temperatura ou pressáo, quando um ponto se 
move em determinada direção. Outra aptica- 
ção importante é a determinação dos valores 
extremos de uma função. 


a Lorca rampa 
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16.1 FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS 


ILUSTRAÇÃO 


As funções estudadas nos capítulos anteriores envolvem apenas 
uma'variável independente. Tais funções têm muitas aplicações. 


Entretanto; em não poucos problemas, ocorrem diversas vació. 


veis independentes. 


Figura 16.1 


— A área de um retângulo depende de duas quantidades - 
comprimento e largura. 


— Se um objeto está localizado no espaço, a temperatura em 
um ponto P do objeto pode depender de trés coordenadas 
retangulares x, y, z de P." 


— Seatemperatura de unrobjeto no espaço varia com o tempo: 
t, então estão em jogo quatro variáveis, x, y, z e t. 


Nesta seção definiremos funções de diversas variáveis e 


estudaremos algumas de suas propriedades. Relembremos que 


^ uma função fé uma correspondência que associa a cada elemen- 


Definição (16.1) 


w 


fo) 


to de seu domínio D exatamente um elemento do seu contrado- 
mínio E. Se D é um subconjunto de R? (o conjunto de todos os 
pates ordenados (x, y) de números reais) e E é um subconjurito 
de IR, então f é uma junção de duas variáveis (reais), Outra 
maneira de definir este conceito é: uu 


Podemos representar o domínio D da Definição (16.1) pr 
pontos em um plano-xy e o cóntradomínio por pontos de uma 
reta real, digamos um eixo-w, conforme Figurá 16.1. Setas 
curvas associam pares ordenados em D aos números correspon- 
dentes no contradomínio. A título de aplicação, suponhamos 
uma chapa plana de metal com a ma de D. A cada ponto 
(x, y) da chapa corresponde uma temperatura f (x, y) que pode 
ser registrada em um termômetro, representado pelo eixo-w, 
Podémos também considerar D como à superfície de um lago e 
representar por f (x, y) a profundidade da água no ponto (x, y). 
Há inúmeras outras interpretações físicas da Definição (16.1). 
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Em geral utilizamos uma expressão em x e y para especi- 
ficarf (x, y) e admitimos que o domínio seja o conjunto de todos 
os pares (x, y) para os quais a expressão tem sentido. Dizemos 
então que fé uma função de x e y. 


EXEMPLO t: 


ifie ovs m ER 
Saf to Y). 255 
(a) Esboce o domínio D de f. 


(b) Represente os números f (2, 5), f (1,2) ef (- 1, 2) em um 
eixo-", conforme Figura 16.1. 


SOLUÇÃO - 


(e) Considerando o radical Vy — x? no denominador de 
fF (x, y), vemos que o. domínio Déo conjunto de todos os pares 
(x, y) tais que y — a? seja positivo, isto é, y > X. O gráfico de D 
é o conjunto de todos os pontos que estão acima da parábola 
y =x%, conforme Figura 16.2. 


Figura 16,2 


(b) Por substituição 


06-53 
I 5) = TE 


BER 
2 


Analogamente, (1, 2) = -e f(-1, 2) = -4 Estes valo- ` 


res funcionais estão indicados no eixo-w da Figura 16.2. 
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z 1 A 
Podemos empregar fórmulas para definir funções de duas 
variáveis. Por exemplo, a fórmula V = zzr^h exprime o volume 
w V de um cilindro circular reto como função da altura À e do raio 
da base r. Os símbolos r e A são chamados variáveis indepen- 
dentes, e V ¿a variável dependente. 
D. G»2 ——— 1670 ! geg 


Uma função f de três variáveis (reais) se define como em 
y Fab, c) (161), com a difesenga que o domínio D é agora um subconjunto 
de R?, Neste caso, a-cada temo ordenado (x, y, 2) em D está 
0 associado exatamente um número real f (x, y, 2). Representando D 
por uma região em três dimensões, conforme ilustrado na Figura 
16.3, a cada ponto (x, y, 2) de D corresponde um único ponto 
f(x,7,2) no eixo-w, Como aplicação, podemos considerar D 
como um objeto sólido e f (x, y, z) como a temperatura em 
(1,y, 2). 


E 
Figura 16.3 


Geralmente as funções de trés variáveis são definidas por 
expressões. Por exemplo, 


xe yzi 


xy sen z 


V md, 


define uma função de x, y e z. Podem-se também usar fórmulas, 
como V = hen do volume de uma caixa retangular de dimensões 
Lueb para definir funções de três variáveis. 


Voltemos a uma função fde duas variáveis x e y. O gráfico 
de fé, por definição, o gráfico da equação z = f (x, y) em um 
sistema coordenado xyz e é, em geral, uma superfície. S de algum 
tipo. Representando o domínio D por uma região do plano-xy, 
então o par (x, y) em D é representado pelo ponto (x, y, 0). Os 
valores funcionais f (x, y) são as distâncias (com sinal) do 
plano-xy a S, conforme ilustrado na Figura 16.4. 


Gob Pb) EXEMPLO 2. 


2 o(nxfisy) 


tfe y) Seja fa função com domínio D dada por 


Tir, Mee D (yy x «y! «9) 


Esboce o gráfico de fe exiba os tragos nos planos z = 0, z = 2, 
, a=4,2=6e2=8. 


Exc SOLUCÁO 


O domínio D pode ser representado por todos os pontos do 
círculo x^ y? =9, inclusive sua circunferência, no plano-xy. O 
gráfico de fé a porção do gráfico de 


zs9-xb-y 


x 


Figura 16.4 
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Figura 16.5 Tragos circulares nos 
planos z =k. 


Az 


x 


Figura 16.6 


xf» 


feyk 


Figura 16.7 Curvas de nível: 


9-x!- y sk. 


y 


D 8, 0) Curva de nivel C: 


(um parabolóide) que estáno plano-xy ou acima dele (ver Figura 
16.5). 


Para achar o trago no plano z = k, consideremos 
kagaz y ou 2+y=9-£ 


Fazendo k = 0, 2, 4, 6 e 8, obtemos os círculos de r: 
3, 47, 43, 43 e 1, respectivamente, exibidos na Figura 16, 


. Seja f uma função de duas variáveis e consideremos o 
traço do gráfico de f no plano z = E, ilustrado na Figura 16.6. 
Projetando este traço no plano-xy, obtemos uma curva C de 
equação f (v, y) = k. Note que, se um ponto (x, y, 0) se move ao 
longo de C, os valores funcionais f (x, y) correspondentes são 
sempre iguais a k. C é chamada uma curva de uível de f. 


EXEMPLO 3 


Esboce algumas curvas de nível da função f do Exemplo 2. 
SOLUÇÃO 


As curvas de nível são gráficos, no plano-xy, de equações da 

forma f (e, y) = & — isto é, 
9-g-yzk om xityls9-Kk 

Essas curvas são círculos, desde que 0 < & < 9. A Figura 16.7 

exibe curvas de nível correspondentes a & = 0, 2, 4, 6 c S, Essas 

curvas de nível são as projeções, no plano-xy, dos traços cii 

lares exibidos na Figura 16.5. 


Seféuma função de duas variáveis e esbogamos as cuívas 
de nivel f (x, y) = k para valores eqüiespacados de k, cómo; 
k=0,2,4,6e 8 no Exemplo 3, então a proximidade de curvas ` 
sucessivas nos dá informação sobre a aclividade do gráfico de 
f. Na Figura 16.7, as curvas de nível correspondentes a k = 0 e 
k = 2 estão mais próximas uma da outra do que as correspon- 
dentes ak 2e £=8, 0 que indica que a actividade da superfície 
da Figura 16.5 é maior nas proximidades do plano«xy. -. 


EXEMPLO 4 


` Sef y)= Po, esboce algumas curvas de nível de f. 


SOLUÇÃO O gráfico de fé o parabolóide hiperbólico 
z= y? — x? que se obtém fazendo-se a =b=c=1 em (14.46). A. 
Figura 16.8 é um esbogo do gráfico, s: 


NT 
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N 


Figura 16.8 Figura 16.10 Elevações. Figura 16,11 Mapa topográfico da coluna. 


As curvas de nível no plano-xy são os gráficos das equa- 4 
ques f (x, y) = k- isto é, de E Mapa análogo é utilizado para indicar a profundidade da 
Steng E água em um lago. Um exemplo d o da Figura 16.12, em que 
Y TEC KE D f (x, y) € a profundidade da água no ponto (x, y). Que partes do 


O quadro a seguir descreve estas Curvas, lago devem ser evitadas por esquiadores aquáticos? 


T Como autta ilustração das curvas de nível, a Figura 16,13 
Equação da curva =: . " exibe um mapa meteorológico. dos Estados Unidos, em que 
Valor de k de nível € Descrição de C no plano-xy . f, y) denota a temperatura elevadaem (x, y) durante certo dia. 
A DR Hipérbol pam An longo das curvas e do nível, chamadas curvas isotérmicas, 
>0 Zä ipérbole com vértices a temperatura é constante. Em outro mapa meteorológico 
(0,21%) f(x, y) representaria a pressão barométrica em (x, y); as curvas 

kal y -xis 0 ou Duas retas pela origem com de nível neste caso seriam chamadas isobáricas, 
yet coeficientes angulares + 1 Se f é uma fuação de três variáveis x, y e z, então, por 
FR RN E Se definição, as superficies de nível de f são os gráficos de 
k<0 : P Ré =k, on Hipétbole com vértices Fs, y, 2) = k para valores convenientes de k. Fazendo k = Wy 
y-xe-k GEO we ma OS gráficos resultantes serão superfícies Sy S, € Sy 
d d ilustradas na Figura 16.14. f (x, y, z) não se altera quando um 
A Figura 16.9 apresenta as curvas de nível cotrespondentes a Fame: pierna e da pus ponto (x, y, 2) se move ao longo de uma dessas superfícies. Se 
4 y k=4 k20, 22,54, £60 x8. x >. fos y z)éatemperatura em (x, y, 2), as superfícies de nível são 
E 6 | k=2 DEE i; superfícies isotérmicas, e a temperatura é constante em cada 

^j 


, superfície. Sef (x, y, z) representa o potencial elétrico, as super- 
fícies de nivel são superfícies equipotenciais, ca voltagem ndo 
se altera se (x, y, z) permanece em uma dessas superfícies. 


As curvas de nível são utilizadas para a elaboração de 
mapas topográfico, ou mapas de contorno. Por exemplo, - 
suponhamos que f (x, y) represente a elevação (em metros) em 
um ponto (x, y) de latitude x e longitude y, Na colina da Figura 
16.10 esbogamos curvas (em três dimensões) correspondentes 
às elevações de 0, 100, 200, 300 e 400 metros. Podemos encarar 
essas curvas como tendo sido obtidas cortando-se a colina em 
fatias paralelas à base, Uma pessoa caminhando ao longo de uma 
dessas curvas permaneceria sempre na mesma elevação. À 
Figura 16.9 Curvas de nível: - Figura 16.11 exibe as curvas de nivel (bidimensionais) corres- 

2 2 pondentes às mesmas elevações. Elas representam a visão que 
ASE terfamos olhando para a colina de um avião acima dela. 


A) 


H 


Sc Da 


siga ez em 
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É 
x 


Figura 16.14 Superfícios de nível de f (y, y, 2). 


EXEMPLO 5 

Sef (e, y, 2) = z - VX” t y”, esboccalgumas superficies de nível 
de f. 

SOLUÇÃO 


As superfícies de nível são gráticos de f (5, y Z) = k— isto é, se 
z=- xy ek ou zaw y tk 


em que k é um número real arbitrário. Para cada k obtemos um 
cone circular reto com eixo ao longo do eixo-z, A Figura 16.15 
ilustra os casos & =— 1,0, 102, 


k=2 EXEMPLOS 
vu 9f (xs, y, 2) = 123? + 2º, descreva as superfícies de nível de f. 
SOLUÇÃO 


As superfícies de nível são gráficos de equações da forma Ke 
te) ak-isto é, de 


— e Portal 


T em que k é um número real, A tabela a seguir descreve essas 
» | * superfícies, 


Figura 16.15 Superficies de nível; 
z-YX Ey nk. 
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[Valor de k 


Ñ Equação da superfície E Gi A 
denível `: "o |: Descrição dá supérfício 


k>0 


Pyp b Hiperbolóide de uma 
folha conr eixo: ao long; 
do eixa-y. d 


k=0 


NET Cone coni eixo ao À ie 


DÉI 


| do eixo-y. 


ENEE Hiperbolóide de duas 
N folhas com eixo ao longo 


de eixo-y. 


A Figura 16.16 ilustra uma superfície de nível de cada tipo. 


Figura 16.16 


Os computadores podem ser programados pará exibir 
curvas de nível e traços de superfíciês em vários planos, e para 


«representar superfícies de diversas perspectivas. Os esboços 


desses tipos são chamadas gráficos de computador ou gráficos 
gerados por computador, A Figura 16.17 e os Exercícios 20-45 


mostrados a seguir ilustram vários casos obtidos por meio de um 
computador, 


ee SSR 


A A rtt SS n 
Sia 
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` EXERCÍCIOS 16.1 


i 
E 
, H Exercs; 1-6: Descreva o domínio de f e ache os ifi H=; k=-4,0,9 
E | valores funcionais indicados. 16 EE k--4,06 


Y Dee = DIO DE DE 
2 fo 34H We REH 13 f) 


Dr megas k=1,4,9 Ü 
20 yde k=4,9,16 
4 fms)=vI- 7-0 ;f(1,0,1(0,4), 3,3) Exeres. 21-22: Ache a equação da curva de nível de 


5.56 "T TON 223,7 f que contém o ponto P. 
F(-3,0,2) 21 fe, y) «y arctg PO, A 


3, fi dE Este à, fes, 1:70, » 


(o) Curvas de ave: ker? 2 iy sage 
bd 
[$3 dz 


6 Fine ia ey sen z f(n/4,4, 2/6), DEN P(0,2) 
| Ke Exeres, 23-24: Ache a equação da superfície de nivel 
à Exercs, 7-14: Esboce o gráfico de f. de f que contém o ponto P. 
x fe) YET Brand Ba? P(2,-1,3) 
| 8 frena C S HTC EE ^o P(L4-2) 
DEDI Payot " Exeres, 28528: Descreva as curvas de hível, quando 
d d 10 f, y) = i SEXT existirem, para a sprites da figura indicada, se 
()k»0  (k-0 e (te 
E É Ufas- wy ` 25 Figura 16.178) ' 26 Figura 16.17(xi) 
12 fle, y) = VTL € Ao y" 27 Figura 16.17(vi) 28 Figura 16.17 xii) 
DP [DES Da " E Exeres, 29-34: Estabeleça a correspondência correta 
i MfG y) EY E : m entre os gráficos (2)-(f) e o sistema de curvas de nível 


da função dada porz = f (v, y). 


Exeres. 15-20: Esboce as curvas de nível de f para os 
valores dados de k. 


Ié zecosxe3oes(3e y) 


0 etae e?) ML seule bistou 
E D sejxist e ste 

LA sejit elisio 
sebist e bisbi 
y scidsi e Mai 


Figura 16.17 
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“e 2 [5] 


29 poe A 33 auam Aen: 
"26x%2, 2<yS2 


i 


3 


A A 
Y CH 
33 EE, 
Kee? 


28282, -23yS2 
y y 


i 
| 
| 
| 


i 
( 


QNO | JN 
i E y ; 


31 z5sen tp; 34 zy 8-4 
18137, 18957 33153, 33153 
AY y 


—— ——————— PÓrÓ 
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Exeres, 35-36: Grafe, no mesmo plano-coordenado, 
as curvas de nível para k = 1, 23, usando coordena- 
das polares. 


38 f(5y) ex y e y 
36 f (s y) 2 3s: xy! 4 y! 


Exercs 37-42: Descreva as superíícios sde. níyel fpara 
os valores dados de k, 


31 fiy ded Ped; k=-1,0,4 
38 f y.) zx e ys k=-1,0,2 

39 fy A =x t 2y +32; k=-6,6,12 
40 fi yz) tro k=-1,0,1 
a fps y? k=-1,0,4 
TEEN k=-2,0,3 


43 Uma chapa plana de metal está situada em um 
Hang Am de modo que a temperatura T (em "C) no 
ponto (x, y) é inversamente proporciona! à distán- 
la da origem. à 


(a) Descreva as isotérmicas. 


(b) Se a temperatura no ponto F(4, 3) é de 40'€, 


ache a equação da isotérmica para uma tempe- 
ratura de 20°C. 


44 Se a voltagem Y no ponto P(x, y, 2 é dada por 
Va Gaya 922), 
(a) descreva as superficies egtipotencias 


(b) ache a equação da superfície 'eqitipotencial 
Ve 120, 


45 De acordo com a lei da gravitação universal de 
Newton, se uma partícula de massa 11 está na 
origem de um sistema coordenado xyz, então O 
módulo P da força exercida sobre uma partícula 
de massas situada no ponto ey z)i € dada por. 


Dun 
"AAN 


em que G é a constante de gravitação universal. 
Quantás variáveis independentes estão presentes? 


Se my e m são constantes, descreva as superfícies 
de-nível da função de x, y, 2 resultante, Qual o 
significado físico dessas superfícies de nível? 


46 Deacordo com a lei dos gases ideais, a pressão P, 
o volume VE à temperatura T de um gás confinado 
estão relacionados pela fórmula PV =KT, pata uma 
constante k, Expresso P como função de Ve Te 
descreva as curvas de nível associadas a esta fun- 
ção. Qual o significado físico dessas curvas de 
nível? 


47 A força P gerada por um rotor eólico é proporcio- 
nal ao produto da área A varrida pelas pás do rotor 
e à terceira potência da velocidade v do vento. 


(a) Expresse P como função de À e v. 


, (b) Descreva as curvas de nível de P e explique 
seu significado físico. 


(e) Quando o diámetro da área circular varrida 
pelas pás é 2 metros e a velocidade do vento é 
de 30 km/h, então P = 3.000 watts. Ache a 
equação da curva de nível P = 4.000. 


48 Sc x é a velocidade do vento (em m/seg) e y é a 
temperatura (em "C), então o fator de resfriamento 
eólico F (em (kcal/rm' hr) é dado por F= (33 y) 
(10 Vx —x + 10,5). 


` (a) Ache as velocidades e temperaturas para as 
quais F éO. (Admita que O « xs500-50sy 
<50) . 


(b) Se F 1.400, pode ocorrer o congelamento em 
partes expostas do corpo humano, Esboce o 
gráfico da curva de nível F = 1.400, 


49 A figura da página seguinte exibe curvas de nivel 
para a área da superfície do corpo humano (em 
décimos de metro quadrado) como função do peso 
x (em quilogramas) e altura y (em centímetros). 
Use este sistema de curvas de nível pará estimar a 
área da superfície do seu próprio corpo. Compare 
esta estimativa coma estimativa mais precisa dada 
pela fórmula de Dubois e Dubois 


$0 007194242 ¿0725 
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TQ, y) = 2 arctg (25) 


200 TT TIRTS x-y 
180 AN Mr an Mostre que as isolérmicas são arcos de circulos com 
us L l| > centrosno eixo-y negativo e que passam pelos pontos 
E 160 | i Ma EL 9) e (1,0). Esboce a isotérmica correspondente 
E o XM à temperatura de 3°C, 
< = ON SEA ei aL Deve-se construir uma usina, de i incineração de 
d q H 1 lixo. para atender:a- duas. cidades. Cada cidade. - 
100 D i 


20 30 40 50 60-70 80 90 100 110 


Peso e 


50 A fronteira superior da região semicircular da 
figura é mantida à temperatura de 10"C, enguanto 
a fronteira inferior é mantida em 0°C, A tempera- 
tura de estado estacionário T em um ponto (s, y) 


interior à região é dada por 


AY 


gostaria de maximizar sua distáncia usina, mas; 
pormotivos econômicos, a soma das distâncias de 

- cada cidade à usina não pode exceder M quilôme- 
tros. Mostre que as curvas de nível para a locali- 
zação da usina são elipses. 


52 A pressão atmosférica nas proximidades do solo 
em certa região 6 dada por 


Dy) sav by ac 
em que a, b e c sáo constantes positivas. 


(a) Descreva as isobáricas nessa região para pres- 
sões superiores a c. 


(b) Trata-se de uma região de alta ou baixa pres- 
são? 


16.2 LIMITES E CONTINUIDADE 


- Se fé uma função de duas variáveis, podem interessar-nos as 


mudanças nos valores funcionais f (x, y) quando (x, y) varia no 
domínio D e f. Como ilustração física, suponha que uma chapa 


“metálica plana tenha a forma da região D da Figura 16.18. A 


cada ponto (x, y) da chapa corresponde uma temperatura f(x, y), 


que é registrada em um termômetro representado pelo eixo-w. 


Quando o ponto (x, y) se move na chapa, a temperatura pode 
aümentar, diminuir ou permanecer constante; portanto, o ponto 
do eixo-w que corresponde a f (x, y) se moverá numa direção 
positiva, ou numa direção negativa, ou permanecerá fixo, res- 
pectivamente. Se a temperatura, fi (x, y) se aproxima de um valor 
fixo L quando (x, y) se aproxima de um ponto fixo e b, 
utilizamos a seguinte notação. 


360 Cálculo com Geometria Anulftica Cap. 


16 


. Natação de limite (16.2) E "a Ti Ak aL ou 162 SET Keser try) ta, b) 


Figura 16.18 


Definição de limite (16.3) 


1-6 (ab) 


Lê-se: o limite de f(x, y), quando (x, y) tende para (a, b), é L. 


Para dar precisão matemática a (16.2), procedamos como 
segue. Para € > 0 arbitrário, consideremos o intervalo aberto 
(L-€, L+€) no eixo-iw, conforme ilustrada na Figura 
16.19. Se (16.2) é verdadeira, existe um A > O tal que para 
todo ponto (x, y) intérior ao círculo de raio à com centro 
em (a, b), exceto possivelmente o próprio (a, b), o valor 
funcional f (x, y) está no intervalo (L = €, L + €). 


Figura 16.19 


Isto equivale à seguinte afirmação: 
Se0 «V(x—-a) «(y - by. «8, então fer, y) -L] «€ 


Temos, assim, o seguinte: 
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Í 2/69) 


Figura 16,20 


Consideremos o gráfico $ de f ilustrado na Figura 16.20. 
Intuitivauente sabemos que a Definição (16,3) significa que, 
quando o ponto (x, y, 0) se aproxima de (a, b, 0) ño plano-xy, o 
ponto correspondente D y, f (x, y) em S se aproxima, de 
(a, b, L) (que pode estar, ou não, em S). Pode-se mostra 
o límite L existe, ele d único, 


Se fe g são funções de duas variáveis, ent 
eflgse definem na maneira usual, podendo-se aplicar o T orem 
(2.8) relativo a límites de somas, produtos e quocientés, Por 
exemplo, se fe g têm limites quando (x, y) tende paira (a, D), 
então i 


lim (fe) e ge Mz =lim f(x, y) + lim ste, y), 


trop) (ab) 6917 (0) (y n EI 
à . dim fa y) 

lim. Dsg PER. se lim g(x,y) 

(0769 86 Y) lim gr, 9) quu 
[OD RICE 

tim DM = y lim f(x,y) se lim f(x,y) >0 
[n CT] [74727] testado 
ete, 


Uma função f de duas variáveis é uma função polinomial 
se f (x, y) pode ser expressa como soma de termos da forma 
cx"y", em que c é um número real e 11 e n são inteiros não-no- 
gativos, Uma função racional é o quociente de duas funções 
polinomiais. Tal como no caso de funções de uma variável, 
podem-se achar limites de funções polinomiais e raciongisêm... 
duas variáveis mediante substituição em relação a x e y é 


EXEMPLO 1 
Ache 


(a) lim (> 
KE 


Zei A Sy -7) 


ei 2 
b) lim Lo 
t Loa +y 
SOLUÇÃO 


(8) Comor Air 5y -7 € um polinômio, podemos achar o 


limite substituindo x por 2 e y por — 3. Assim, 


lim (17-4xy?+ 5y - 7) = 2 42-3 + 5(-3) -7 
(0370-3) 


=8-72-15-7=-86 


SE 
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H (b) Podemos proceder como segue: 

2. lim Gi 

d im mL. &uB4 7... 2-16 

tuna X X^. im Vat yc lim (y) 

- fni i»-69 (53) 0.4) 
a 3 EX 1 
D p m 
( » ^ Oy) E v5+16 5 

Figura 16.21 EXEMPLO 2 


Mostre que lim A z não existe. 
Geox ty 


SOLUÇÃO 


d 


i x 
Seja flx, y) = ey 
A função fé racional; mas não podemos substituir x por O e y 
por O, pois obteríamos um zero no denominador. 


Considerando um ponto arbitrário (x, 0) no eixo-x, então 
x-9 ; 
fo, 9- rg 1, desde que x O 
Para um ponto arbitrário (0, y) no eixo-y, temos 
m 
KO y) = Ee Iy” —1, desde que y * 0 


Conseqüentemente, conforme Figura 16.21, todo círculo de 
centro (0, 0) contém pontos em que o valor de fé 1 e pontos em 
que o valor de fé 1. Segue-se que o limite náo existe, pois, se 
tomarmos € = 1 na Definição (16.3), não há nenhum intervalo 
aberto (L — E, L + €) no eixo-w que contenha 1 e-~ 1. Logo, é 
impossível achar um 8 > O que satisfaça as condições da definição. 


É S A Figura 16.22 é um gráfico de f gerado por computador. 
$ ei Note que, para x = 0 e y » 0, o gráfico contém todos os pontos 
b (x, 0, 1) e (0, y, — 1), como já observamos. Pode-se mostrar que 


A o gráfico está inteiramente entre os planos z  — 1 ez= 1 


SS . No Capítulo.2, para uma função de uma variável com 


Y descontinuidade tipo salto em += a, provamos que tim f (x) não 
T Lind 
existe mostrando que lim fix) e lim f(x) não são iguais, Ao 


¿xa da 


Figura 16.22 
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AY 


Figura 16.23 


Regra dos dols caminhos 


considerar tais limites laterais, podemos admitir o ponto de 
coordenada x no eixo-x tendendo para o ponto de coordenada a 
seja pela direita, seja pela: esquerda, respectivamente, A situação 
análoga para funções de duas variáveis já é mais complicada, 
pois em um plano há um número infinito de curvas, ou cami- 


nhos, ao longo dos quais (x, y) pode tender para (a, b), conforme * 


ilustrado na Figura 16.23. Todavia, se o limite na Definição 
(16.3) existe, então f(x, y) deve tero limite L, independentemen- 


te do caminho considerado. Isto justifica a seguinte regra para ^ 


investigarlimites. 


5 diferent para um ponto (a; b) resulta em 
ntes, então lim -f (x, y) não existe. . 
MEME 


(16.4) 


Refaremos agora o Exemplo 2 utilizando (16.4). 
EXEMPLO 3 


É x-y as 
Mostre ge im. S Yay náo existe. 
SOLUÇÃO 
Se P(x, y) tende para (0, 0) ao longo do eixo-x (ver Figura 
1624(1)), a coordenada-y de P é sempre zero e a expressão 


(y 2/6 + y?) se reduz a 22h ou 1. Logo, o valor limite ao 


longo deste caminho él 


Se P(x, y) tende para (0, 0) ao longo do eixo-y (ver Figura 
16246i)), a coordenada-x de P O e (x? — YY? + y?) se reduz 


a = Y)”, ou — 1; Como obtivemos dois valores.diferentes; o. . 


. limite não existe, de, acordo com a regra dos dois caminhos 
64. ` 


Poderíamos, naturalmente, ter escolhido outros caminhos 
. até a origem (0, 0). Por exemplo, fazendo P(x, y) tender para 
(0, 0) ao longo da reta y = 2x (ver Figura 16-24(ii)), então 


E-y A 2. 3 
y rf sm WÉI 


e limite ao longo da reta y 2xé A 
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ü s (ti) is f im xy xQux) 2 T mx 
! me a FX. pao X FUE) qe) qo) X FAIT 
$ " ` ` MX 0 
SS ; DES e Dem nO 
i 0,0) x 0,0 x À 
(0,0) (0,0) E 0 [5] 
Sees K é y AY 
Ep Arm X 
i . 
: $ a é Pa P) 
(it) y y=% 9) osk yy fe j AP : X de 
y] rá OC (o * 
Psy) Py 
E e 
& [eg 
(0,0) x (0,0) A Figura 16.25 


Poderíamos ser tentados a concluir que o limite $ O quando 
(x, y) tende para (0, 0); entretanto, se fizermos P(x, y) tender 
para (0, 0) ao longo da parábola y = x? (ver Figura 19 29001. 
então 


Figura 16,24 


Como solução alternativa, poderíamos escrever a expres- 


Y 


a E ares: tim = tim 
são em x e y em coordenadas polares: tdo y. "S n "m y) (0,0) 
221. cos Br? sen? 
F sê cos sen” Q E 
EN =æ = cos? d — sen? O = cos 28 = lim ES alii 


6, 70,92 (6) (0,0) 
Ao tender P(x, y) para (0, 0) ao longo de qualquer raio O = k (ver 
Figura 16.24(iv)), o valor da função é sempre cos 24 e, então, 
f (x, y) teria este valor limite. Escolhendo valores convenientes 
de k, poderíamos fazer f (x, y) tender para qualquer valor entre 
-1e 1. Logo, de acordo com (16.4), o limite não existe, 


Assim, nem todo cantinho para (0, 0) conduz da mesmo i 
e, portanto, pela regra (16.4), o limite näo existe. 


z $ A E: 
Se, na solução precedente, tivéssemos obtido o limite D 
seguindo a câminho y x^, ainda assita não poderíamos concluir 


que o límite fosse 0 quando P (x, y) > (0, 0), porque poderia 
EXEMPLO 4 . haveroutro caminho que levasse a um número diferente de zero. 
` xy o ` E Tenha em mente que a regra dos dois caminhos não pode ser 
Mostreque lim gi, yr não existe. B usada para provar a existência de um limite ela prova apenas 
(70,0 E que um limite não existe. 
SOLUÇÃO ` r 


Ao estudar propriedades de uma função de duas variáveis, 
em geral restríngimos o domínio a pontos (x, y) que estejam em 
certos tipos de região do plano-xy. Em particular, um disco 

. aberto consiste em todos os pontos interiores a um círculo, Um 


Fazendo P (x, y) tender para (0, 0) ao longo de qualquer reta 
y = mx que passe pela origem (ver Figura 16.25(1)), vemos que, 
semao, 


REEL 
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disco fechado contém tanto os pontos interiores como os pontos 
fronteita do círculo. Um ponto (a, b) € ponto interior de uma 
região R se existe um disco aberto com centro em (a, b) inteira- 
mente contido em R. A Figura 16.26(1) ilustra um ponto interior. 
Um ponto (a; 5) é ponto-fronteira de R se todo disco de centro - 
(a, b) contém pontos que estáo em R e pontos que não estáo em : 
R, conforme ilustrado na Figura 16.26(il). Define-se de maneira 
análoga o conceito de ponto interior (ou fronteira) (a, b; c) em 

` umaregiño tridimensional R, utilizando-se regiões esféricas em 
lugar de discos. 


(i) Ponto interior de R (il) Ponto fronteira de R 
Ay X 
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Definigáo (16.5) 


Uma função f de duás variáveis é contínua em um ponto 
interior (a, b} de seu dominio se ` 


A : Pria. s 
lim. f(xy) = f(a, b) 
eead C. d 


Para definir continuidade em um ponto-fronteira (o, b), 
devemos acrescentar a restrigio que (x, y) deve estar no domínio 
D de f. Intuitivamente, sabemos que f (x, y) — f (a, D) somente 
se (x, y) — (a, b) ao longo de todo caminho C inteiramente 
contido em D. A função fé contínua em seu domínio D se é 
contínua em todo par (a, b) em D. Se fé continua em D, então 
uma pequena variação em (x, y) acarretará uma pequena varia- 
ão em f (x, y). Olhando o gráfico S de f (ver Figura (16.20), 


R R notamos que, Se f(x, y) está próxima de (a, b), então o ponto (x, 
yf (x, y) em S está próximo de (e, b, f (a, b)). Assim, não há 
e x buracos, nem saltos verticais, no gráfico deuma função contínua 


. de duas variáveis., 


" ` . > e E Podemos provar teoremas sobre a continuidade de fungúes 
Tigura 16.26 io Ss A ^ de duas variáveis, análogos aos relativos a funções de uma 
: : variável, Assim é que somas, produtos e quocientes de funções 
contínuas são contínuas, desde que o denominador não seja zero 
no caso do quociente. Em particular, as funções polinomiais são 
contínuas em todos os pontos; são-no também as funções racio- 
nais, exceto em pontos onde o denominador se anula) 


o ZS 


{ 
, 


PS 


Uma região fechada é uma região que contém todos os 
seus pontos-fronteira, Uma segião é aberta se não contém 
nenhum de seus pontos-fronteira — isto é, todo ponto da região 
ponto interior. Umaregião que contém apenas alguns dosseus 
pontos-fronteira não é aberta nem fechada. Estos conceitos são 
análogos aos de intervalo fechado, aberto. e semi-aberto de. 
números reais. 


E 


* O que acima se diz sobre limites e continuidade pode ser ` 
estendido a funções de três ou mais variáveis, Por exemplo, se 
fé uma função de três variáveis, temos a definição seguinte. 


Së 


“Suponhamos uma função f de duas variáveis definida para - Definição (16.6) 


todo (x, y) em uma região R, exceto possivelmente em (a,b). Se ` 
(a, b) €um ponto interior, então pode-se usar a Definição (16.3) 
para investigar 0 limite de f quando (x, y) tende para (a, b). Se. 
(a,b) éum ponto-fronteira, utilizaremos e Definição (16,3) com 
a restrição adicional que (x, 3) deve estar tanto em R como 
dentro de um círculo de raio 9. Osteoremas sobre limites podem 
ser estendidos a pontos fronteira. 


A definição de continuidade de uma função f de duas 
variáveis 6 análoga à de uma função de uma variável (ver 
Definição (2.20)). 


H 


Podemos dar uma ilustração gráfica da Definição (16.6) 
análoga à ilustrada na Figura 16.19. A diferença é que, em lugar 


m 
. do círculo no plano-xy, utilizamos uma esfera de raio 6 em um "7 
sistema coordenado xyz. Especificamente, para € >O arbitrário, o 

gi 

É 
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Figura 16,27 


consideremos o intervalo aberto (L — €, £ + €) no eixa-i, como 
na Figura 16.27. Se (16.6) é verdadeira, então existe um 8 > O 
tal que, para tado punto (x, y, 2) interior à esfera de raio de centro 
(a, b, c) exceto possivelmente o próprio (a, b, c), f(x, y, z) está 
no intervalo (L-E, L +6). 


- A definição de limite (16.6) pode ser estendida a um ponto 
fronteira (a, b, c) de uma região R acrescentando-se a restrição que 
* (x, y, 2) esteja tanto em R como no interior de uma esfera de raio 8. 


A regra dos dois caminhos (16.4) pode ser estendida a 
funções de três variáveis. No próximo exemplo utilizaremos 
esta regra para mostrar a inexistência de um limite. 


EXEMPLO 5 
: x xp 
Mostre que lim. EY 
nao (n6 00 726 +) 
SOLUGÁO 
Suponhamos que P (x, y, z) tenda para (1, 2, — 1) ao longo da 


reta | paralela ao vetor (a, b, c), em que a, b e c são números 
reais, Por (14.34), as equações paramétricas de / são 


não existe. 


x=1+0,y=2+bt,2=-1+ct tom R 
Logo, para qualquer P(x, y, 2) em 1 diferente de (52, - 1) 


(x ty + 32 NCES EX ef 
Dyer Abe). 
NGEEI AH la + b + 3c. 
abc? abe 


Atribuindo diferentes valores a a, b e c~ isto é, caminhando para 
(1, 2, — 1) ao longo de diferentes trajetos ~ obtemos limites 
diferentes. Logo, pela regra dos dois caminhos, o limite não existe. 


Uma função f de três variáveis é contínua em um ponto 
interior (a, b, c) de uma região se 
lim Tra: f(a b,c) 
iy dom (bud 
A continuidade em um ponto fronteira se define por meio da 
extensão da Definição (16.6) a pontos fronteira. 


Pode-se estender a definição de limite a funções de quatro 
au mais variáveis; todavia, aqui não damos interpretações geo- 
métricas. 
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Tedrema (16.7) 


Na Seção 16.5 estudaremos funções compostas de diver- 
sas variáveis. Com ilustração simples, sejam f uma função de 
duas variáveis x e y e g uma função de uma variável t. Pode-se 
obter uma função / de duas variáveis substituindo t po 
isto é, fazendo te, y) = gf (x, y)) - desde que:à contradi 
de festeja no domínio de g. O próximo exem; plo ilustrãoa: 


EXEMPLO 6 


Expresso g(f (x, y)) em termos de x e y e ache o doni 
functio composta resultante. ` 


(8) f( des Ad, g() 238 +041 
(b) AG, y) 2 y dr, e(t) sem VE 
SOLUÇÃO 


Em cada caso, substituímos £ por f (x, y) na expressão de g(r): 
(2) sf y) = gue) AC 4x0? + 1 
(6) site, y)) = gO = du?) = sen Vy = dr? 


O domínio em (a) é Rº, e o domínio em (b) consiste em todas 
os pares ordenados (x, y) tais que y = 4x?. 


Pode-se provaro seguinte análogo do Teorema (2.24) para 
funções do tipo ilustrado no Exemplo 6. 


Se om função f do duas variáveis é contínua em (a, b) 
- função g de uma variável é continúa op fie, by: então a. 
E definida por A5 y) atf t, P Econtínua env (a,b 


O Teorema (16.7) permite estabelecer aicontin E 
funções compostas de diversas variáveis, conforme ilustrado no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 7 


Selkx, y) = ++ mostre que fé contínua cm todo par (a, b). 
SOLUÇÃO 


Fazendo f (x, y) = d + Say + y! e gl) = el, segue-se que 
Ma, y) = g(f (x, y). Como fé uma função polinomial, é conti- 
nua em todo par (a, b). Além disso, g é contínua em todo £ = f 
(a, b). Assim, pelo Teorema (16.7), A é contínua em (a, 5). 
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EXERCÍCIOS 16.2 


Exercs. 1-10: Ache o limite. 


5 


2 tim SE 


i tim 
Ge? 


Etna? 


3 m Hi 
= y) (02,1) ESSA 


E 
: +x 
4 lim 
&n2c1u5 6-00 52 
A 4 


5 tm SE 
= tapa PY 


6 Im ERES E 
"eod X xe Ay -2y 


7 tm Ai Zur + 3y% -2y 


RECH ar 
Pod. Zar 
Em) — £T 
TD 
i39 Q,3, 0 X E NY 
s 2.4 
10 dim 555 


G»22012 Pé 


Eseres, 11-20: Móstre que o limite não existe, 
x:o i AAN 


u dim A 
Leone e 


poe EIAS 
(3209 3-4 


15 lim A 
AS djas 


a 


-— Aer 
14 tm ERE 
tan o 
gods DÉI EI 
Fay 099726 


uU y 
16 lim 
0095 +28 


Es a 
“ta 


(XP EE 


x ryrtxn 42794 2 


17 dm ] 
&522609X X 7 pe Wr, A 
18 tá atra? S 
ro 0009 X tz 
ee Gees 
9 im ERÊ 
6320.09 IE 
3 tm Eure 


(ra (1,0) 26-20-29 


Exercs, 21-24: Use coordenadas polares para achar o 
limite, caso exista. 


2 3 y! 
ala o 03 dm Se 
Fay 009 ty ENEE X *Y 


3 tim LL M dm sme? cy) 
¿eno sn y) ogg EY 


Ezeres. 25-28: Descreva o conjunto dos pontos do 
plano xy em que fé contínua. 


25 fo =tn(+y-D 
EID r 
ae ET 

285059) = Sx cy, 


Exeres. 29-32: Descreva o conjunto de pontos em um 
sistema coordenado xyz em que fé contínua, 


c^ 


F debot 
EENEG 

30 $6, y, 2) = 3 tg 2 
Ae» Dex Zn ya 
af MRE 


Exercs, 33-34: A figura exibe o gráfico de f. Use 


coordenadas polares para investigar lim f(x, y) 
ty) (0,0). 
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| 
| 


Z H 
3 f y) = E 
AN e +35 


z, 


34 fiy) e ys 


sen (2? + y) 


Exeres. 35-38: Ache (x, y)  g(f (x, y)) 005 o Teo- 
renta (16.7) para determinar onde hé contínua, 


E ¿0=(é- dh 
36 f(x, y) = 3x 2p - 4; g) 1n (t 5) 
31 fiy) exte PORTE! 
"fia dng ` ` see" 
39 Se f(y) e X + 2y; SI = e, e Héi =P 3t, acho 
E se. ts e 40). 
40 Be to, yaz ye e g(t) = E, ache g(f Cx y, D) 
41 Se f(u, V) s uv -3u + v, E y) ex - 2, e Ko y) 
y "o =2x+ y, ache f (g(x, y), My). 
42 Sefi y) = 2x t y, ache f GG, y fe 0. 


- 43 Estenda a Definição (16.3) à Tunções de quatro 
= variáveis, 


44 Prove que se f é uma função contínua de duas 
` yariáveis e f (a, b) > O, então existe um círculo C 
no plano-xy com centro (a, b) tal que f (x, y) > 0 
para todo par (x, y) no dominio de fe interior a C. 


,45 Prove diretamente pela Definição (16.3) que 


ta) Dm reg 
iy) (a,b) 


lim yb 
iy) + (0,5) 
46Se lim fQuy)eL ec € um número real, 


(ey) == (a,b) 
proye, diretamente pela Definição (16.3), que 


y 


lim cf tx, y) = cL 
iot (e, b) 


16.3 DERIVADAS PARCIAIS 


nar 5 A 


No Capítulo 3 definimos a derivada f'(x) de uma função de uma 


“variável como ` 
go ama p fet D EG) 
gs Za: 


“Podemos interpretar esta fórmula como segue, Primeiro, damos 
um acréscimo h à variável independente x; em seguida, dividi- 
- mos a variação correspondente de f, f (x + A) - f (x), por h; e, 
finalmente, fazemos A tender para O. Podemos aplicar procedi- 
mento análogo às funções de diversas variáveis. Dada f (x, y), 
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